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专题 21.3 特殊的一元二次方程的解法—因式分解法

 

教学目标

1. 理解并掌握用因式分解法解方程的依据；

2. 会用因式分解法解一些特殊的一元二次方程；

3. 掌握因式分解法的应用。

教学重难点

1.重点

（1）理解两个因式的积为 0；

（2）利用因式分解法解一元二次方程；

（3）因式分解法解一元二次方程的应用。

2.难点

（1）含较大数字的因式的因式分解；
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（2）分类讨论；

知识点 1 因式分解法解一元二次方程

1.两个因式的积为 0

我们知道，如果两个因式的积等于 0,那么这两个因式中至少有一个等于 0;

反之，如果两个因式中至少有一个等于 0,那么这两个因式的积也等于 0.

数学语言：当 A·B=0 时，必有 A=0 或 B=0;

反之，当 A=0 或 B=0 时，必有 A·B=0.

2.解方程 x2-3x=0

方程左边提取公因式 x，得 x(x-3)=0

由此得 x=0 或 x-3=0

解得 x=0 或 x=3

所以原方程的根是 x1=0，x2=3

3.因式分解法：可以发现，上述解法中，通过因式分解，把一元二次方程化成两个一次因式的积等于 0 的

形式，从而把解一元二次方程的问题转化为解一元一次方程的问题.

像上面这样解一元二次方程的方法叫作因式分解法.

因式分解法适用于解某些特殊的一元二次方程.

要点：把方程化成一边为 0，另一边是两个一次因式的乘积的形式，然后使每一个一次因式等于 0，分别解

两个一元一次方程，得到的两个解就是原一元二次方程的解.

4.常用的因式分解法

　　　提取公因式法，公式法（平方差公式、完全平方公式），十字相乘法等.

要点：

（1）能用分解因式法来解一元二次方程的结构特点：方程的一边是 0，另一边可以分解成两个一次  

因式的积；

（2）用分解因式法解一元二次方程的理论依据：两个因式的积为 0，那么这两个因式中至少有一个等

于 0；

（3）用分解因式法解一元二次方程的注意点：①必须将方程的右边化为 0；②方程两边不能同时除以
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含有未知数的代数式.

*5.写出满足条件的一元二次方程

若一元二次方程的根是 x1=m，x2=n，则该一元二次方程为 a（x-m）（x-n）=0（a≠0）；

我们可以理解它为“两根式”一元二次方程。

【即学即练】

1．用适当的方法求解下列方程：

(1) ；

(2) ．

2．解方程：

(1) ；

(2) ．

3．解方程：

(1) ；

(2) ．

4．用因式分解法解下列方程：

(1) ．

(2) ．

5．用因式分解法解下列方程：

(1) ．

(2) ．

(3) ．

6．一元二次方程 的根是（   ）

A． B． C． D．

7．方程 的两个根为（   ）

A． B． C． D．

8．方程 的两个根是等腰三角形的底和腰，则这个三角形的周长为     ．
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9．如果一元二次方程 的两个根恰好是一个等腰三角形的两条边长，那么这个等腰三角形

的周长为         ．

题型 01 因式分解法解一元二次方程

【典例 1】．用适当的方法解方程：

(1) ．

(2) ．

【变式 1】．用因式分解法解下列方程：

(1) ．

(2) ．

(3) ．

【变式 2】．用因式分解法解方程：

(1)

(2)

【变式 3】．用因式分解法解下列方程：

(1) ；

(2) ；

(3) ；

(4) ．

题型 02 辨析因式分解法解一元二次方程

【典例 1】．一元二次方程 的两个根为（    ）

A． ， B． ，

C． ， D． ，
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【变式 1】．方程 的解是（     ）

A． B． 或 C． D． 或

【变式 2】．方程 的根为（    ）

A． B． C． ， D．无实数根

【变式 3】．方程 的解是（   ）

A． B．

C． D．

题型 03 因式分解法解一元二次方程易错题

【典例 1】．方程(x＋1)(x－3)＝5 的解是    (    )

A．x1＝1，x2＝3 B．x1＝4， x2＝－2

C．x1＝－1， x2 ＝3 D．x1＝－4， x2＝2

【变式 1】．用因式分解法解方程，下列方法中正确的是（    ）

A．(2x－2)(3x－4)=0 ， ∴2x－2=0 或 3x－4=0

B．(x+3)(x－1)=1 ，∴x+3=0 或 x－1=1

C．(x－2)(x－3)=2×3 ， ∴x－2=2 或 x－3=3

D．x(x+2)=0 ，∴x+2=0

题型 04 分析解答过程

【典例 1】．解方程： ，小滨的解答如下：

解：原方程可化简为： ⋯第一步

方程两边同时除以 ，得： ⋯第二步

你认为小滨的解答是否正确？如不正确，第      步出错，请你写出正确的解答过程。

【变式 1】．小李与小王两位同学解方程 的过程如下框：你认为他们的解法是否正确？若

正确请在框内打“ ”；若错误请在框内打“ ”，并写出正确的解答过程．

小李： 小王：
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解：两边同除以 ，得

，

则 ．

解：移项，得 ，

提取公因式，得 ．

则 或 ，

解得 ， ．

13．下面是小明用因式分解法解一元二次方程的过程，请仔细阅读，并完成相应的问题．

解一元二次方程：

解：原方程可以化为： 第一步

两边同时除以 得： 第二步

系数化为 1，得： 第三步

任务：

(1)小明的解法是不正确的，他从第_________步开始出现了错误；

(2)请你继续用因式分解法完成这个方程的正确解题过程．

题型 05 因式分解法解一元二次方程与二次根式

【典例 1】．若 ，则 的值可以是（    ）

A．0 B． C． D．

【变式 1】．已知m，n是一元二次方程 的两根，则 的值是（    ）

A．2 B． C． D．

题型 06 因式分解法解一元二次方程的代数应用

【典例 1】．如果代数式 与 的值相等，那么 x=      ．

【变式 1】．若 是关于 的一元二次方程，则 的值是      ．

【变式 2】．若分式 的值为 0，则 的值为     ．
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【变式 3】．在解一元二次方程 x2+px+q＝0 时，小红看错了常数项 q，得到方程的两个根是﹣3，1．小明看

错了一次项系数 P，得到方程的两个根是 5，﹣4，则原来的方程是（　　）

A．x2+2x 3﹣ ＝0 B．x2+2x 20﹣ ＝0 C．x2 2﹣ x 20﹣ ＝0 D．x2 2﹣ x 3﹣ ＝0

【变式 4】．关于 的一元二次方程 有一个根为 0，则 的值为（   ）

A． 或 B． C． 或 D．

【变式 5】．已知关于 x的一元二次方程 （a，b，c为常数，且 ），此方程的解为

， ．则关于 x的一元二次方程 的解为      ．

题型 07 因式分解法解一元二次方程的几何应用

【典例 1】．一个等腰三角形的两条边长分别是方程 的两根，则该等腰三角形的周长是

（   ）

A． B． C． D． 或

【变式 1】．已知等腰三角形的底边长为 8，腰长是一元二次方程 的一根，则这个等腰三

角形的周长是（    ）

A．16 B．19 C．22 D．16 或 22

【变式 2】．等腰三角形的两边长分别是方程 的两个根，则这个三角形的周长为（   ）

A．19 或 14 B．14 或 16 C．19 D．14

题型 08 换元法

【典例 1】．解方程： ．

解：设 ，则原方程可化为 ，得 ．

当 时，即 ，解得： ；

当 时，即 ，解得： ．

故原方程的解为 ．

上述解法称为“整体换元法”．请用“整体换元法”解方程： ．

【变式 1】．换元法解方程： ．
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【变式 2】．阅读下列材料：

解方程 ，

解：设 ，则原方程化为 ，

解得 ， ．

当 时， ，解得： ；

当 时， ，解得 ．

原方程的解为： ， ， ， ．

以上解一元二次方程的方法叫做换元法，通过换元法达到了降次或者简化方程的目的，这体现了数学中的

转化思想．

(1)请用上述方法解下列方程： ；

(2)已知实数 ， 满足 ，求 的值．

题型 09 新定义、材料题

【典例 1】．定义 ，若 ，则 的值为        ．

【变式 1】．阅读材料：若 是 的一个因式，我们不难得到 ，易知

．现在我们用另一种方法来求 的值：观察上面的等式，可以发现当 时，

，也就是说 是方程 的一个根，由此可以

得到 ，解得 ．

问题：若 是 的一个因式，请运用上述方法求出 的值．

题型 10 分类讨论

【典例 1】．解方程 的解是（    ）

A． B． C． D．

【变式 1】．关于 的一元二次方程  的两实根都是整数，则整数 p的取值可以有

（    ）
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A．2 个

B．4 个

C．6 个

D．无数个

一、单选题

1．方程 的解是（    ）

A． B．

C． D．

2．用配方法解一元二次方程 ，则方程可变形为（   ）

A． B．

C． D．

3．用配方法解方程 时，应该把方程两边同时（    ）

A．减 36 B．加 36 C．减 9 D．加 9

4．若关于 的方程 是由 配方后得到的，则 a、b的值分别为（   ）

A．4，2 B． C． D．

5．关于 的方程 ，下列说法正确的是（   ）

A．当 时，有两个解 B．有两个解

C．当 时，有两个解 D．当 时，方程无实根

6．已知 ，则比较 P，Q的大小关系为（    ）

A． B． C． D．

二、填空题

7．用配方法解方程 ，方程的解为     ．
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8．王老师在批改作业时发现，一位同学在用配方法解一元二次方程时，配方后等号右边的数字不小心被

墨水污染了如下： ▊．若该方程的一个根为 ，则另一个根为              ．

9．若方程 的两根为 ，则方程 的两根为    

．

10．已知实数 满足 ，则       ．

11．已知关于 的一元二次方程 的根为 ，那么关于 的一元二次方程

的解为             ．

12．我国南宋时期数学家秦九韶曾提出利用三角形的三边求面积的公式，此公式与古希腊几何学家海伦提

出的公式如出一辙，即三角形的三边长分别为 ， ， ，记 ，则其面积

．这个公式也被称为海伦—秦九韶公式．若 ， ，则此三角形面积的

最大值是         ．

三、解答题
13．用直接开平方法解下列方程：

(1) ．

(2) ．

14．用配方法解下列方程：

(1) ；

(2) ；

(3) ．

15．用配方法解下列方程：

(1) ；

(2) ；

(3) ；
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(4) ；

(5) ；

(6) ．

16．下面是小明同学解一元二次方程 的过程，请认真阅读并完成相应的任务．

．

解：二次项系数化为 1，得 ，第一步        

移项，得 ，第二步

配方，得 ，第三步

变形，得 ，第四步

开方，得 ，第五步

解得 ， ，第六步

(1)上面小明同学的解法中运用“配方法”将一元二次方程“降次”为两个一元一次方程，体现的数学思想是

______，其中“配方法”依据的一个数学公式是______；

(2)上述解题过程，从第______步开始出现错误，请写出正确的解答过程．

17．用配方法证明：二次三项式 的值一定小于 0．

18．（1）已知 ， ，求 的值．

（2）已知 ，求 的值；

（3）用配方法求代数式 的最小值．

19．形如 的代数式叫做完全平方式，有些代数式可以通过配方得到完全平方式，我们把这种

组成完全平方式的变形过程叫做配方．配方在某些求代数式最值问题、解方程等都有广泛的应用．

例如： ，可得：当 时，代数式 有最小值，最小值为
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2．请回答下列问题：

(1)当 取何值时，代数式 有最小值，最小值为多少．

(2)某中学准备在校园里靠墙围一个长方形花园篱笆，如图，围墙 的长为 ，篱笆的长为 ，当

为多少米时，围成的长方形花园 面积最大，求出最大面积．

20．先阅读，再解答：由阅读材料：利用公式法，可以将一些形如 的多项式变形为

的形式，我们把这样的变形方法叫做多项式 的配方法，运用多项式的配方

法可以解决一些数学问题．比如运用多项式的配方法及平方差公式能对一些多项式进行因式分解．

例：

根据以上材料，利用多项式的配方解答下列问题：

(1)分解因式： ；

(2)求多项式 的最小值；

(3)已知 是 的三边长，且满足 ，求 的周长．


