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专题 01 因式分解 压轴题

题型一：利用因式分解简便运算

题型二：求值问题

题型三：十字相乘法的分类讨论

题型四：新定义题

题型五：最值问题

题型六：分组分解法；添项法

题型七：十字相乘法的应用

题型八：因式分解的几何应用

题型一：利用因式分解简便运算

1．已知 ， ，则 （　　）

A． B．3 C． D．1

2．计算：            ．

题型二：求值问题

3．已知 满足 ， ，则 的值为（   ）

A．4 B．1 C．0 D．-8

4．已知 a﹣b＝b﹣c＝2，a2+b2+c2＝11，则 ab+bc+ac＝（　　）

A．﹣22 B．﹣1 C．7 D．11

5．已知正数 a，b满足 ，则 （    ）

A．1 B．3 C．5 D．不能确定
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6．若 ，则代数式 的值是（    ）

A．0 B．1 C．2 D．3

题型三：十字相乘法的分类讨论

7．若 能分解成两个因式的积，则整数 a的取值可能有（    ）

A．4 个 B．6 个 C．8 个 D．无数个

8．已知二次三项式 能分解成系数为整数的两个一次因式的积，则整数 的取值有（    ）

A． 个 B． 个 C． 个 D． 个

9．已知 在整数范围内可以分解因式，则整数 a的值有         个

题型四：新定义题

10．如果一个正整数能表示为两个连续偶数的平方差，那么称这个正整数为“神秘数”．如 4＝22 0﹣ 2
，12＝

42 2﹣ 2
，20＝62 4﹣ 2

，因此 4，12，20 都是“神秘数”，则下面哪个数是“神秘数”（    ）

A．56 B．60 C．62 D．88

11．定义：如果一个正整数能表示为两个连续正奇数的平方差，那么称这个正整数为“登高数”，例如：

， ， ，因此 ， ， 都是“登高数”．

(1)特例感知：判断 是否为“登高数”，说明理由．

(2)规律探究：根据“登高数”的定义，设两个连续正奇数为 和 ，其中 是正整数，那么“登高数”都

能被 整除吗?如果能，说明理由；如果不能，举例说明．

(3)拓展应用：求不超过 的所有“登高数”的和．

12．19 世纪的法国数学家苏菲·热门给出了一种分解因式 的方法：他抓住了该式只有两项，而且属于

平方和 的形式，要使用公式就必须添一项 ，随即将此项 减去，即可得

，人们为了纪念苏菲·

热门给出这一解法，就把它叫做“热门定理”．

根据以上方法，把下列各式因式分解：

(1) ；
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(2) ．

13．阅读理解：

条件①：无论代数式 A中的字母取什么值，A都不小于常数M；条件②：代数式 A中的字母存在某个取值，

使得 A等于常数M；我们把同时满足上述两个条件的常数M叫做代数式 A的下确界．

例如：

，

，

（满足条件①）

当 时， （满足条件②）

4 是 的下确界．

又例如：

，由于 ，所以 ，（不满足条件②）

故 4 不是 的下确界．

请根据上述材料，解答下列问题：

(1)求 的下确界．

(2)若代数式 的下确界是 1，求m的值．

(3)求代数式 的下确界．

题型五：最值问题

14．若一个数是一个整数的平方，则称这个数是完全平方数，类似地，整式 及 称

做完全平方式．如果一个整式不是完全平方式，我们常做如下变形：先添加一个适当的项，使式子中出现

完全平方式，再减去这个项，使整个式子的值不变，这种方法叫做配方法．配方法是一种重要的解决问题

的数学方法，不仅可以将一个看似不能分解的整式分解因式，还能解决一些与非负数有关的问题或求代数

式最大值，最小值等．

例如：分解因式 ．
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原式 ；

例如：求代数式 的最小值．

原式 ．可知当 时， 有最小值，最小值是 ．

(1)用配方法分解因式： ；

(2)当 x为何值时，整式 有最大值，并求出这个最大值．

(3)求使得 是完全平方数的所有整数m的积．

15．我们把整式 及 叫做完全平方式，如果一个整式不是完全平方式，我们常做如

下变形：先添加一个适当的项，使式子中出现完全平方式，再减去这个项，使整个式子的值不变，这种方

法叫做配方法，配方法是一种重要的解决问题的数学方法，不仅可以将一个看似不能分解的整式分解因式，

还能解决一些与非负数有关的问题或求代数式最大值，最小值等．

例如：分解因式

例如：求代数式 的最小值 ．可知

当 时， 有最小值，最小值是 ．

根据阅读材料用配方法解决下列问题：

(1)分解因式：  ；

(2)若 满足 ，求 的值；

(3)已知 , （ 为任意实数），比较 的大小；

(4)当 为何值时，整式 有最小值，并求出这个最小值．

16．我们把整式  和 叫作完全平方式．如果一个整式不是完全平方式，我们常做

如下变形：先添加一个适当的项，使式子中出现完全平方式，再减去这个项，使整个式子的值不变，这种

方法叫作配方法．配方法是一种重要的解决问题的数学方法，不仅可以将一个看似不能分解的整式分解因

式，还能解决一些与非负数有关的问题或求代数式的最大值、最小值等．

例如：分解因式 ．

例如：求整式 的最小值，由 可知，当 时，
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整式 有最小值，最小值是-8．

根据阅读材料用配方法解决下列问题：

(1)分解因式： ________．

(2)当 a，b为何值时，整式  有最小值？并求出这个最小值．

(3)当 a，b为何值时，整式 有最小值？并求出这个最小值．

题型六：分组分解法；添项法

17．八年级课外兴趣小组活动时，老师提出了如下问题：将 因式分解．

【观察】经过小组合作交流，小明得到了如下的解决方法：

解法一：原式 ；

解法二：原式 ．

【感悟】对项数较多的整式无法直接进行因式分解时，我们可以将整式分为若干组，再利用提公因式法、

公式法达到因式分解的目的，这就是因式分解的分组分解法．分组分解法在代数式的化简、求值及方程、

函数等学习中起着重要的作用．（温馨提示：因式分解一定要分解到不能再分解为止）

【类比】（1）请用分组分解法将 因式分解；

【挑战】（2）请用分组分解法将 因式分解；

（3）若 ， ，请用分组分解法先将 因式分解，再求值．

18．阅读下列文字与例题，并解答：

将一个整式分组进行因式分解后，可用提公因式法或公式法继续分解的方法称作分组分解法．

例如：以下式子的分解因式的方法就称为分组分解法．

原式

(1)试用“分组分解法”因式分解：

(2)已知四个实数 ， ， ， ，满足 ， ，并且 ， ， ，
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，同时成立．

①当 时，求 的值；

②当 时，用含 的代数式分别表示 、 、 （直接写出答案即可）．

19．阅读理解：

添项法是代数变形中非常重要的一种方法，在整式运算和因式分解中使用添项法往往会起到意想不到的作

用，例如：

例 1：计算(3+1)(32+1)(34+1)(38+1)(316+1)(332+1)

解：原式＝ (3 1)(3+1)(3﹣ 2+1)(34+1)(38+1)(316+1)(332+1)

＝ (32 1)(3﹣ 2+1)(34+1)(38+1)(316+1)(332+1)

＝ (34 1)(3﹣ 4+1)(38+1)(316+1)(332+1)

……

＝

例 2：因式分解：x4+x2+1

解：原式＝x4+x2+1＝x4+2x2+1 x﹣ 2

＝(x2+1)2 x﹣ 2

＝(x2+1+x)(x2+1 x)﹣

根据材料解决下列问题：

(1)计算： ；

(2)小明在作业中遇到了这样一个问题，计算 ，通过思考，他发现计算式

中的式子可以用代数式之 x4+4来表示，所以他决定先对 x4+4 先进行因式分解，最后果然发现了规律；轻松

解决了这个计算问题.请你根据小明的思路解答下列问题：

①分解因式：x4+4；
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②计算： .

题型七：十字相乘法的应用

20．材料 ：将一个形如 的二次三项式因式分解时，如果能满足 且 ，则可以把

因式分解成 ．例如 ，具体做法是先分解二次项系数，分别写在十字交叉

线的左上角和左下角，再分解常数项，分别写在十字交叉线的右上角和右下角，然后交叉相乘，求代数和，

使其等于一次项系数，这种方法称为“十字相乘法”．

这样，我们可以得到： ．

材料 ：分解因式：

解：将“ ”看成一个整体，令 ，则原式 ，再将“ ”还原，得：原式

上述解题用到“整体思想”和“换元思想”，整体思想和换元思想是数学解题中常见的两种思想方法．

【迁移运用】

(1)利用上述的十字相乘法，将下列整式分解因式：

；

(2)结合材料 和材料 ，对下面小题进行因式分解：

； ．

21．【阅读与思考】：

整式乘法与因式分解是方向相反的变形．如何把二次三项式 分解因式呢？我们已经知道：

．反过来，就得到：

．

我们发现，二次三项式 的二次项的系数 分解成 ，常数项 分解成 ，并且把 ，
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， ， 如图 1 所示摆放，按对角线交叉相乘再相加，就得到 ，如果 的值正好等于

的一次项系数 ，那么 就可以分解为 ，其中 ， 位于图的上一行，

， 位于下一行．

像这种借助画十字交叉图分解系数，帮助我们把二次三项式分解因式的方法，通常叫做“十字相乘法”．

例如，将式子 分解因式的具体步骤为：首先把二次项的系数 1 分解为两个因数的积，即 ，

把常数项 也分解为两个因数的积，即 ；然后把 1，1，2， 按图 2 所示的摆放，按对角线

交叉相乘再相加的方法，得到 ，恰好等于一次项的系数 ，于是 就可以分解为

．

（1）请同学们认真观察和思考，用“十字相乘法”分解因式： ________；

【理解与应用】请你仔细体会上述方法并尝试对下面两个二次三项式进行分解因式：

（2）① ________；② ________；

【探究与拓展】

①类比我们已经知道： ．

反过来，就得到： ．

（3）请你仔细体会上述方法并尝试下面进行分解因式：① ________；

②若 、 均为整数，且 、 满足 ，求 的值．

题型八：因式分解的几何应用

22．如图，有 型， 型， 型三种不同的纸板．其中 型是边长为 的正方形，共有 1块； 型为边长
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为 2 的正方形，共有 2块； 型是长为 ，宽为 2 的长方形，共有 4块．现用这 7块纸板去拼出一个大的长

方形（不重叠，不留空隙），则下列操作可行的是（   ）

A．用全部 7块纸板 B．加上 3块 型纸板

C．拿掉 2块 型纸板 D．加上 1块 型纸板

23．综合与实践：

【问题情境】（1）对于一个图形，如图 1，通过两种不同的方法计算它的面积，可以得到一个数学等式

_____；

【探究实践】

（2）类比图 1，写出图 2 中所表示的数学等式_____；

（3）利用（2）中得到的结论，解决问题：若 ， ，求 的值；

【拓展应用】

（4）用图 3 中 2张边长为 的正方形，3张边长为 的正方形， 张边长分别为 ， 的长方形纸片拼出一

个长方形或正方形，直接写出 的值．

24．我们知道对于一个图形，通过不同的方法计算图形的面积可以得到一个数学等式．

例如：由图 1 可得到
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（1）写出由图 2 所表示的数学等式：_________________；

（2）写出由图 3 所表示的数学等式（利用阴影部分）：________________；

（3）已知实数 满足 ．求：

① 的值；

② 的值．

25．小刚同学动手剪了如图①所示的正方形与长方形纸片若干张．他用 1张 1号、1张 2号和 2张 3号卡片

拼出一个新的图形（如图②）．根据图②的面积关系可得等式： ，即使用拼图将

分解因式．

(1)如果要拼成一个长为 ，宽为 的大长方形，则需要 2号卡片________张，3号卡片________

张；

(2)当他拼成如图③所示的长方形，根据图③的拼图可以把整式 分解因式，其结果是________；

(3)动手操作，请依照小刚的方法，在④的方框中画出面积为 的长方形拼图，并利用拼图分解

因式 ．

26．【知识生成】用两种不同方法计算同一图形的面积，可以得到一个等式．
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(1)【知识探究】如图 1，是用长为 ，宽为 的长方形，沿图中虚线均分成四个小长方形，然后按照图 2

拼成一个正方形，可以得到 、 、 三者之间的等量关系式：__________；

(2)【知识迁移】类似的，用两种不同的方法计算同一个几何体的体积，也可以得到一个等式，如图 3，观

察大正方体分割，写出可以得到的等式_______________；若 ， ，求 的值；

(3)【拓展探究】如图 4，两个正方形 、 的边长分别为 ， 若这两个正方形的面积之

和为 34，且 ，求图中阴影部分的面积．

27．我国著名数学家华罗庚先生曾经说过：“数缺形时少直观，形少数时难入微；数形结合百般好，隔离分

家万事休．”可见，数形结合思想在解决数学问题，理解数学本质上发挥着重要的作用．在一节数学活动课

上，老师带领同学们在拼图活动中探寻整式的乘法的奥秘．

情境一如下图，甲同学将 4块完全相同的等腰梯形木片拼成如下两个图形，请你用含 、 的式子分别表

示图 1 和图 2 中阴影部分的面积，并说明由此可以得到什么样的乘法公式；

情境一

  

情境二乙同学用 1块 木片、4块 木片和若干块 木片拼成了一个正方形，请直接写出所拼正方形的边

长（用含 、 的式子表示），并求所用 木片的数量；

情境二
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情境三丙同学声称自己用以上的 ， ， 三种木片拼出了一个面积为 的长方形；丁同学认

为丙同学的说法有误，需要从中去掉一块木片才能拼出长方形．

你赞同哪位同学的说法，请求出该情况下所拼长方形的长和宽，并画出相应的图形．（要求：所画图形的

长、宽与图样一致，并标注每一小块的长与宽）．


