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第 13 章 分式
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教学目标

1. 知道分式的概念及有意义的条件；

2. 掌握分式的基本性质、最简分式、约分等；

3. 会进行分式的运算；整数指数幂的概念及其应用；

4. 分式方程的概念、解法、及其应用。

教学重难点

1.重点

（1）分式的概念，分式的基本性质；

（2）分式的运算，整数指数幂；

（3）分式方程及其应用。

2.难点

（1）分式运算有关化简、变形、求值等；

（2）分式、分式方程的综合应用；

（3）分类讨论思想。

知识点 1 分式及其性质

一、分式的概念

一般地，对于两个整式 A、B(B 是非零整式),A÷B 可以表示为 的形式， 叫作分式，也称为有理式，其

中 A 称为分子，B 称为分母.本章主要讨论分母中含有字母的分式.

二、分式有意义，无意义或等于零的条件

1.分式有意义的条件：分母不等于零.

2.分式无意义的条件：分母等于零.

3.分式的值为零的条件：分子等于零且分母不等于零.

三、分式的基本性质

分式的分子和分母乘(或除以)同一个整式，当该整式的值不为 0 时，分式的值不变，即

这个性质叫做分式的基本性质.

四、分式的变号法则

对于分式中的分子、分母与分式本身的符号，改变其中任何两个，分式的值不变；改变其中任何一个或三

个，分式成为原分式的相反数.

要点：根据分式的基本性质有
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与

a
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

互为相反数.分式的符号法则在以后关于分式的运算中起着重要的作用.

五、分式的约分，最简分式

1.约分

2x 是分式 分子、分母的一个公因式，运用分式的基本性质，可以把分子、分母中的 2xy 约去.像这

样，把一个分式的分子与分母中的公因式约去的过程，叫作约分.

2.最简分式

分式 、 、 的分子与分母没有一次及以上的公因式，这样的分式叫作最简分式. 与

都是最简分式，习惯上，在结果中将 化为 .

注意：如无特殊说明，本章出现的分式的变形与运算，总是在分式有意义的前提下进行.

3.约分可以化简分式.如果分式的分子和分母是几个因式的积的形式，可约去相同因式.有时，需要先对分子、

分母因式分解，再约分.分式的约分一般要使结果成为最简分式.

要点：

（1）约分的实质是将一个分式化成最简分式，即约分后，分式的分子与分母再没有公因式.

（2）约分的关键是确定分式的分子与分母的公因式.分子、分母的公因式是分子、分母的系数的最大公约

数与相同因式最低次幂的积；当分式的分子、分母中含有多项式时，要先将其分解因式，使之转化为分子

与分母是不能再分解的因式积的形式，然后再进行约分.

【即学即练】

1．下列式子是分式的是（     ）

A． B． C． D．

2．下列各式是最简分式的是（    ）

A． B． C． D．

3．如果把分式 中的 ， 都扩大到原来的 倍，那么分式的值（　　）

A．不变 B．扩大到原来的 倍

C．缩小到原来的 D．扩大到原来的 倍

4．若分式 的值为 0，则 的值为（   ）
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A．4 B． C．4 或 D．3

知识点 2 分式的运算

一、分式的乘除法

1.分式的乘法法则：分式乘分式，用分子的积作为积的分子，分母的积作为积的分母 .用字母表示为：

.

2.分式的除法法则：分式除以分式，把除式的分子、分母颠倒位置后，与被除式相乘 .用字母表示为：

.

注：在本章中做分式除法时，总是默认除式的值不为 0.

二、分式的乘方

分式的乘方运算法则：分式的乘方是把分子、分母分别乘方，用字母表示为：
n n

n

a a

b b
   
  （n为正整数）.

要点：

（1）分式乘方时，一定要把分式加上括号.不要把

n n

n

a a

b b
   
  写成

n na a

b b
   
 

（2）分式乘方时，要首先确定乘方结果的符号，负数的偶次方为正，负数的奇次方为负.

（3）在一个算式中同时含有分式的乘方、乘法、除法时，应先算乘方，再算乘除，有多项式时应先分解

因式，再约分.

（4）分式乘方时，应把分子、分母分别看作一个整体.如

 22 2 2

2 2

a ba b a b

b b b

     
  .

三、同分母分式的加减

同分母分式的加减：

同分母分式相加减，分母不变，把分子相加减；

上述法则可用式子表为：
a b a b

c c c


 

.

四、分式的通分

异分母分数相加减，先将它们转化为分母相同的分数，再利用同分母分数的加减法法则进行计算 .异分

母分式的加减与之类似.将几个异分母分式分别化为与原来分式的值相等的同分母分式的过程叫作通分..

五、异分母分式的加减

异分母分式相加减，先通分，变为同分母的分式，再加减.

上述法则可用式子表为：
a c ad bc ad bc

b d bd bd bd


   

.

要点：（1）异分母的分式相加减，先通分是关键.通分后，异分母的分式加减法变成同分母分式的加减法.
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（2）异分母分式加减法的一般步骤：①通分，②进行同分母分式的加减运算，③把结果化成最简分式.

六、零指数幂

任何不等于零的数的零次幂都等于 1，即  0 1 0a a 
.

要点：同底数幂的除法法则可以推广到整数指数幂.即
m n m na a a   （ 0a  ，m、 n为整数）当

m n 时，得到  0 1 0a a 
.

七、负整数指数幂

任何不等于零的数的 n （ n为正整数）次幂，等于这个数的 n次幂的倒数，即

1n
n

a
a

 
（ a ≠0， n

是正整数）.

引进了零指数幂和负整数指数幂后，指数的范围已经扩大到了全体整数，以前所学的幂的运算性质仍

然成立.

     要点：  0na a  是
na 的倒数， a可以是不等于 0 的数，也可以是不等于 0 的代数式 .例如

  1 1
2

2
xy

xy



（ 0xy  ），
 

 
5

5

1
a b

a b


 

 （ 0a b  ）.

八、整数指数幂在幂的运算的应用

1.同底数幂相除

当 m、n 是正整数且 m<n 时，

因此，

.

2.同底数幂相乘

思考：当 a≠0 时， 是否对任意整数 m、n 都成立?

下面我们先讨论 m 是任意整数且 n 是负整数的情况：

(1)当 m>0 时，由—n 是正整数，得

(2) 当 m=0 时，

(3)当 m<0 时，由—m、—n 是正整数，得
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综上所述，当 m 是任意整数且 n 是正整数或 0 时，也可以验证 是成立的.

3.幂的运算综合

随着指数的取值范围由正整数扩大到全体整数，前面学过的正整数指数幂的运算性质也推广到了整数指数

幂.

当 a、b 不为 0 时，对于整数指数幂，有

【即学即练】

1．化简 的结果是（    ）

A．1 B． C． D．

2．将 表示成只含有正整数指数幂的形式：       ．

3．计算：

4．计算：

5．按要求计算下列各题：

(1)化简： ．

(2)先化简，再求值： ，其中 ．

知识点 3 分式方程

一、分式方程、根与增根

1.分式方程

分母里含有未知数的方程叫分式方程.

要点：（1）分式方程的重要特征：①是等式；②方程里含有分母；③分母中含有未
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知数.

（2）分式方程和整式方程的区别就在于分母中是否有未知数（不是一般的字母系数） .分母中含有未知

数的方程是分式方程，分母中不含有未知数的方程是整式方程.

（3）分式方程和整式方程的联系：分式方程可以转化为整式方程.

2.分式方程的根、增根及检验 

分式方程的解也叫作分式方程的根．

在检验时只要把所求出的未知数的值代入最简公分母中，如果它使最简公分母的值不等于 0，那么它是

原分式方程的一个根；如果它使最简公分母的值为 0，那么它不是原分式方程的根，称它是原方程的增根．

要点：（1）增根的产生的原因：对于分式方程，当分式中，分母的值为零时，无意义，所以分式方程，

不允许未知数取哪些使分母的值为零的值，即分式方程本身就隐含着分母不为零的条件．当把分式方程转

化为整式方程以后，这种限制取消了，换言之，方程中未知数的值范围扩大了，如果转化后的整式方程的

根恰好是原方程未知数的允许值之外的值，那么就会出现增根．

   （2）检验增根的方法：把由分式方程化成的整式方程的解代入最简公分母，看最简公分母是否为 0，

如果为 0，则是增根；如果不是 0，则是原分式方程的根．

二、分式方程的解法

1.解分式方程的基本思想：将分式方程转化为整式方程.转化方法是方程两边都乘以最简公分母，去掉

分母.在去分母这一步变形时，有时可能产生使最简公分母为零的根，这种根叫做原方程的增根 .因为解分

式方程时可能产生增根，所以解分式方程时必须验根.

2.分式方程的一般步骤：

（1）方程两边都乘以最简公分母，去掉分母，化成整式方程（注意：当分母是多项式时，先分解因

式，再找出最简公分母）；

（2）解这个整式方程，求出整式方程的解；

（3）检验：将求得的解代入最简公分母，若最简公分母不等于 0，则这个解是原分式方程的解，若最

简公分母等于 0，则这个解不是原分式方程的解，原分式方程无解. 

三、分式方程的应用

分式方程的应用主要就是列方程解应用题.

列分式方程解应用题按下列步骤进行：

（1）审题了解已知数与所求各量所表示的意义，弄清它们之间的数量关系；

（2）设未知数；

（3）找出能够表示题中全部含义的相等关系，列出分式方程；

（4）解这个分式方程；

（5）验根，检验是否是增根；

（6）写出答案.

要点：1、列分式方程解应用题的一般步骤：设、列、解、验、答．必须严格按照这五 5 步进行做题，规范

解题步骤，另外还要注意完整性：如设和答叙述要完整，要写出单位等．
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  2、要掌握常见问题中的基本关系，如行程问题：速度=路程时间；工作量问题：工作效率=工作量

工作时间等等．列分式方程解应用题一定要审清题意，找相等关系是着眼点，要学会分析题意，提高理解

能力．

【即学即练】

1．下列方程中，属于分式方程的是（    ）

A． B． C． D．

2．解分式方程：

(1) ；

(2) ；

(3)

3．关于 x的方程 有增根，那么m的值为（   ）

A．2 B．1 C．0 D．

4．小明乘出租车去体育场，有两条路线可供选择：路线一的全程是 20千米，但交通比较拥堵；路线二的

全程是 27千米，平均车速比走路线一的平均车速能提高 ，因此比走路线一少用 10 分钟到达．设走路

线一的平均车速为 千米/小时，那么根据题意得（    ）

A． B．

C． D．

题型 01 判断分式

【典例 1】．下列各式是分式的是（   ）
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A． B． C． D．

【变式 1】．在 ， ，﹣3xy+y2
， ， ，分式的个数为(    )

A．2 B．3 C．4 D．5

【变式 2】．下列各式中，（1） ；（2） ；（3） ；（4） ；（5） 属于分式的有

（    ）

A．1 个 B．2 个 C．3 个 D．4 个

题型 02 分式有意义的条件

【典例 1】．使分式 有意义的 x 的取值范围是（　　）

A．x≠0 B．x≠ 1﹣ C．x≠1 D．x≠2

【变式 1】．分式 有意义，则 x的取值范围为（　　）

A．x＞2 B．x＜2 C．x＝2 D．x≠2

题型 03 分式的值

【典例 1】．若分式 的值为 ，则 的值为          ．

【变式 1】．若分式 的值为 0，则 x的取值是        ．

题型 04 分式的基本性质

【典例 1】．分式 （ 、 均为正数），字母的值都扩大为原来的 2 倍，则分式的值（    ）

A．扩大为原来的 2 倍 B．缩小为原来的

C．不变 D．缩小为原来的

【变式 1】．下列分式从左到右变形正确的是（    ）
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A． B．

C． D．

【变式 2】．下列化简运算不正确的是（   ）

A． B．

C． D．

题型 05 最简分式；最简公分母

【典例 1】．下列分式中是最简分式的是（   ）

A． B． C． D．

【变式 1】．下列分式是最简分式的是（    ）

A． B． C． D．

【变式 2】．分式 ， ， 的最简公分母是          ．

【变式 3】．分式 与 的最简公分母是      ．

题型 06 约分；通分

【典例 1】．（1）约分：

① ；

② ．

（2）通分： ， ．

【变式 1】．通分：
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(1) ，

(2) ， ．

题型 07 分式的运算

【典例 1】．计算：

(1) ；

(2) ．

【变式 1】．下列计算不正确的是（   ）

A． B．

C． D．

【变式 2】．将代数式 化为只含有正整数指数幂的形式           .

【变式 3】．计算：

【变式 4】．化简：

【变式 5】．先化简，再求值： ，其中 ．

题型 08 分式运算的应用

【典例 1】．若 （其中 ， 为常数），则         ，          ．

【变式 1】．试卷上一个正确的式子 被小明同学不小心滴上墨汁．被墨汁遮住部

分⋆处的代数式为（    ）

A． B． C． D．
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【变式 2】．如果 ，则 的值等于      ．

题型 09 判断分式方程

【典例 1】．下列方程是分式方程的是（   ）

A． B． C． D．

【变式 1】．下列方程不是分式方程的是（    ）

A． B． C． D．

【变式 2】．在下列方程中，关于 的分式方程的个数有（    ）

① ；② ；③ ；④ ；⑤ ；⑥ ．

A．2 个 B．3 个 C．4 个 D．5 个

题型 10 解分式方程

【典例 1】．解下列方程：

(1) ；

(2) ．

【变式 1】．解方程：

(1)

(2)

【变式 2】．解方程：

(1) ；

(2) ．

题型 11 分式方程的代数应用
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【典例 1】．代数式 与代数式 的和为 1，则         ．

【变式 1】．当            时，分式 与 的值互为相反数．

【变式 2】．小明同学解方程 的过程如下：

方程两边都乘 ，得 ，

解得 ，

∴ 是原方程的根，

你认为小明的解法对吗？如果不对，请写出正确的解题过程．

【变式 3】．小明准备完成题目：解方程 ．发现分母的位置“ ”处印刷不清，查阅答案后得知

这个方程的解是 ，请你帮助小明推断印刷不清的位置可能是（   ）

A． B． C． D．

题型 12 增根、无解问题

【典例 1】．若关于 的方程 有增根，则 的值是      ．

【变式 1】．如果关于 的方程 有增根，那么       ．

【变式 2】．若关于 方程 无解，则 的值是          ．

题型 13 分式方程的实际应用

【典例 1】．某学生计划每天平均看书若干页，则在预定日期可看完 300页的书，读了 15天后，改变计划

每天多读 6页，结果比预定日期提前 2天读完，设该学生原计划每天读 x页，则可列方程：      ．

【变式 1】．某学校为了响应“绿色校园”倡议，计划在若干个月内种植一定数量的树木，使校园绿化总面

积达到 平方米．实际在种植时，第一个月比原计划每个月多种植 平方米，并且按照这个进度继续推

进，结果可以提前 个月完成目标．求实际执行中每月种植的绿化面积是多少平方米？

【变式 2】．“半马苏河步道”是上海市普陀区依托苏州河岸线打造的城市滨水景观廊道，全长 21千米．小

普和小陀两位同学沿着该步道行走健身，如果小普的平均步行速度比小陀的平均步行速度快 1千米/时，并
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且小普比小陀提前 42 分钟走完全程，请你分别求出小普和小陀的平均步行速度．

一、单选题

1．如果将分式 中的 和 都扩大到原来的 3 倍，那么分式的值（   ）

A．扩大到原来的 3 倍 B．扩大到原来的 9 倍

C．不变 D．无法确定

2．下列各式中是最简分式的是（   ）

A． B． C． D．

3．计算 的结果是（   ）

A． B． C． D．

4．解分式方程 ，分以下四步，其中，错误的一步是（　　）

A．方程两边分式的最简公分母是

B．方程两边都乘以 ，得整式方程

C．解这个整式方程，得

D．原方程得解为

5．某学校用 420元到商场去购买“84”消毒液，经过还价，每瓶便宜 元，结果比原来多买了 20瓶，若设

原价每瓶 x元，则可列出方程（   ）．

A． B．

C． D．

6．若 ，则 的值是（    ）
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A． B． C．1 D．

二、填空题

7．当       时，分式 有意义．

8．已知 ，则       ．

9．已知分式 的值为 0，则 的值为      ．

10．计算：         ．

11．将分式 表示成不含分母的形式为      ．

12．已知 即当 为大于 1 的奇数时， ；当 

为大于 1 的偶数时， ．则         ．

三、解答题

13．计算： ．

14．解方程： ．

15．（1）计算：    

（2）计算： 

16．先化简再求值： ，其中 ．

17．已知 ．

(1)求 的值．

(2)求 的值．
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18．某区为治理污水，需要铺设一段全长为 300米的污水排放管道．铺设 120 米后，为了尽量减少施工对

城市交通所造成的影响，以后每天铺设管道的长度比原计划增加 ，结果共用 30天完成这一任务．求原

计划每天铺设管道的长度．

19．随着虹桥综合交通枢纽的开工建设，“大虹桥”将成为上海“后世博”阶段重要的经济亮点，上海将形成东

有“大浦东”，西有“大虹桥”的“双引擎”格局．现有一个工程，要整修一段全长为 1200米的道路，为了尽量减

少施工对城市交通造成的影响，实际工作效率比原来高了 ，结果提前 4 小时完成任务，求原计划每小

时修路的长度是多少米？

20．在计算 的值时，大家可以利用裂项的思想方法，即 

请你利用裂项

的思路解决下列问题．

(1)化简： 

(2)解分式方程： 

21．如果两个分式的差为常数，我们称这两个分式互为“差离分式”，这个常数为差离值．如

，所以 与 互为“差离分式”，差离值为 3．

(1)已知： ， ，判断 A与 B是否互为“差离分式”．若是，求出差离值；若不是，请说

明理由．

(2)已知： ， ，若 C与D互为“差离分式”，且差离值为 ，求 E所代表的代数式．

(3)已知： ， （m，n为非零常数），若 P与Q互为“差离分式”，求 的值．


