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专题 24.10 平面向量的线性运算

 

教学目标
1. 理解向量的数乘；

2. 掌握向量的线性运算；



淘宝：学思创想

2 / 16
学科网（北京）股份有限公司

3. 会用向量的线性组合表示向量。

教学重难点

1.重点

（1）向量的数乘及其表示、运算；

（2）单位向量、平行向量及其在向量表示中的应用；

（3）平面向量的线性运算及其几何应用。

2.难点

（1）概念辨析；

（2）平面向量的分解式；

（3）平面向量的几何应用。

知识点 1 实数与向量相乘

1. 实数与向量相乘的意义：

一般地，设n为正整数，a为向量，我们用 an


表示n个a相加；用 an


 表示n个 a 相加.又当m为

正整数时， a
m

n 
表示与a同向且长度为 a

m

n 
的向量.

要点：

设 P 为一个正数，Pa就是将 a的长度进行放缩，而方向保持不变；-Pa也就是将 a的长度进行放缩，

但方向相反.

2．向量数乘的定义

一般地，实数 k与向量a


的相乘所得的积是一个向量，记作 ka


，它的长度与方向规定如下：

（1）如果 k 0, a 0且 


时，则：

① ka


的长度： | | | || |ka k a


；② ka


的方向：当 0k  时， ka


与a


同方向；当 0k  时， ka


与a


反

方向；

（2）如果 k 0, a=0


或 时，则： 0ka 


， ka


的方向任意.

实数 k与向量a


相乘，叫做向量的数乘.

要点：

（1）向量数乘结果是一个与已知向量平行（或共线）的向量；

（2）实数与向量不能进行加减运算；

（4） ka


表示向量的数乘运算，书写时应把实数写在向量前面且省略乘号，注意不要将表示向量的箭头写

在数字上面；

（5）向量的数乘体现几何图形中的位置关系和数量关系.

3. 实数与向量的相乘的运算律：
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设m n、 为实数，则：

（1） ( ) ( )m na mn a


（结合律）；                   

（2） ( )m n a ma na  


（向量的数乘对于实数加法的分配律）；       

（3）m（ +b）=ma a mb


  （向量的数乘对于向量加法的分配律）

【即学即练】

1．   

2．设 n 为正整数， 为非零向量，那么下列说法不正确的是（　　）

A．n 表示 n 个 相乘 B．-n 表示 n 个- 相加

C．n 与 是平行向量 D．-n 与 n 互为相反向量

3．如果向量 、 、 满足关系式 ，那么       ．（用向量 、 表示）

知识点 2 平行向量定理

1.单位向量：长度为 1 的向量叫做单位向量.

要点：

任意非零向量 a


与它同方向的单位向量 0a


的关系： 0a a a
 

，
0

1
a a

a





.

2.平行向量定理：如果向量 b


与非零向量 a


平行，那么存在唯一的实数 m ，使 b ma


.

要点：

（1）定理中，

b
m

a






， m 的符号由 b


与 a


同向还是反向来确定.

（2）定理中的“ a 0


”不能去掉，因为若 a 0


，必有 b 0


，此时 m 可以取任意实数，使得 b ma


成立.

（3）向量平行的判定定理： a


是一个非零向量，若存在一个实数 m ，使 b ma


，则向量 b


与非零向量 a


平行.

（4）向量平行的性质定理：若向量 b


与非零向量 a


平行，则存在一个实数 m ，使 b ma


. 

（5）A、B、C 三点的共线 AB // BC
 

 若存在实数 λ，使 AB BCλ
 

. 

【即学即练】

1．已知 与单位向量 的方向相反，且长度为 4，那么 表示 为          ．

2．已知： 是单位向量，且 ，若 （ 是一个实数），则   

3．若 ＝2 ，向量 和向量 方向相反，且| |＝2| |，则下列结论中不正确的是（　　）

A．| |＝2 B．| |＝4 C． ＝4 D． ＝
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知识点 3 向量的线性运算

1．向量的线性运算定义：

向量的加法、减法、实数与向量相乘以及它们的混合运算叫做向量的线性运算. 

要点：

（1）如果没有括号，那么运算的顺序是先将实数与向量相乘，再进行向量的加减.

（2）如果有括号，则先做括号内的运算，按小括号、中括号、大括号依次进行．

2．向量的分解：

平面向量基本定理：如果 1 2,e e
 

是同一平面内两个不共线（或不平行）的向量，那么对于这一平面内的

任一向量a


，有且只有一对实数 1 2,  ，使得 1 1 2 2a e e  
  

.

要点：

 （1）同一平面内两个不共线（或不平行）向量 1 2,e e
 

叫做这一平面内所有向量的一组基底.

一组基底中，必不含有零向量． 

 (2) 一个平面向量用一组基底 1 2,e e
 

表示为 1 1 2 2a e e  
  

形式，叫做向量的分解，当 1 2,e e
 

相互垂直时，

就称为向量的正分解.

 (3) 以平面内任意两个不共线的向量为一组基底，该平面内的任意一个向量都可表示成这组基底的线性组

合，基底不同，表示也不同．

3．用向量方法解决平面几何问题：

（1）利用已知向量表示未知向量

用已知向量来表示另外一些向量，除利用向量的加、减、数乘运算外，还应充分利用平面几何的一

些定理，因此在求向量时要尽可能转化到平行四边形或三角形中，利用三角形中位线、相似三角形对应

边成比例等平面几何的性质，把未知向量转化为与已知向量有直接关系的向量来求解．

（2）用向量方法研究平面几何的问题的“三步曲”：

①建立平面几何与向量的联系，将平面几何问题转化为向量问题.

②通过向量运算，研究几何元素的关系.

③把运算结果“翻译”成几何关系.

【即学即练】

1．作图题：

（1）已知向量 、 ，求作向 ．

（2）已知两个不平行的向量 ， ，求作向量 ．
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2．如图，在 中，点D是线段 上的点，且 ，若 ， ，那么         ．

（用 、 的线性组合表示）

3．如图，在 中，点G为 的重心，连接 并延长交 于点D，过点G作 交 于

点 E，如果 ，那么用向量 表示向量       ．

  

题型 01 作图理解向量的数乘

【典例 1】．已知非零向量 ，求作 、 、 ．

【变式 1】．已知非零向量 ，求作 ， ．

  

题型 02 向量数乘的运算律

【典例 1】．计算：             ；

            ；

            ．
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【变式 1】．化简：         ．

【变式 2】．计算：       ．

题型 03 解向量数乘有关的方程

【典例 1】．已知关系式 ，那么向量       ．（用 ， 表示）

【变式 1】．已知向量 、 、 满足关系式 ，那么用向量 、 表示向量            ．

【变式 2】．已知向量 满足关系式 ，那么可用向量 表示向量 ＝     ．

题型 04 含单位向量的向量表示问题

【典例 1】．已知向量 与单位向量 方向相反，且 ，那么            ．（用向量 的式子表

示）

【变式 1】．已知 与单位向量 方向相反，且长度为 5，那么       ．（用含向量 式子表示 ）

【变式 2】．若向量 与单位向量 的方向相反，且 ，则          （用 表示）

【变式 3】．如果向量 与单位向量 的方向相反，且 ，那么用向量 表示向量 为      ．

题型 05 概念综合辨析Ⅰ（向量平行）

【典例 1】．已知非零向量 、 和 ，下列条件中不能判定 的是（    ）

A． ， B． ，

C． D．

【变式 1】．已知 ， ，且 和 的方向相反，那么下列结论中正确的是（   ）

A． B． C． D．

【变式 2】．已知非零向量 ，下列条件中不一定能判定 的是（    ）

A． B． C． D．

【变式 3】．已知 ，下列说法中不正确的是（    ）
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A． 与 方向相反  B． C． D．

题型 06 概念综合辨析Ⅱ

【典例 1】．下列命题中正确的是（    ）

A．若 都是单位向量，则

B．若 是相等向量，则它们的始点、终点都相同

C．若 是相反向量，则

D． 与 是平行向量

【变式 1】．已知 、 为非零向量，下列判断错误的是（    ）

A．如果 ，那么

B．如果 ，那么

C．如果 ，那么

D．如果 为单位向量，且 ，那么

【变式 2】．下列命题正确的是（   ）

A．如果 ，那么 B．如果 和 都是单位向量，那么

C． D．如果 ，那么

【变式 3】．下列说法：①如果 （ 是实数），那么 ；②若 ， ，则 ；③单

位向量都相等；④一个向量与零相乘，乘积为零；其中正确的是     ．

【变式 4】．下列命题中，错误的是（    ）

A．如果 或 ，那么

B．如果 、 为实数，那么

C．如果 （ 为实数），那么

D．如果 或 ，那么
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题型 07 向量的概念或表示难点辨析

【典例 1】．已知一个单位向量 ，设 是非零向量，那么下列等式中正确的是（   ）

A． B． C． D．

【变式 1】．已知 是一个单位向量， 、 是非零向量，那么下列等式正确的是（       ）

A． B． C． D．

题型 08 向量数乘在几何平行问题中应用

【典例 1】．如图， 分别是 的边 延长线上的点， ， ，如果

，那么向量          （用向量 表示）．

【变式 1】．已知在梯形 中， ，点 、 分别是边 、 的中点， ，设

，那么       ．（用含 的式子表示）

题型 09 作图—平面向量的线性运算

【典例 1】．已知：如图，两个不平行的向量 和 ，先化简，再求作： （不要求写

作法，但要指出图中表示结论的向量）

【变式 1】．如图，已知两个不平行的向量 ．先化简，再求作： ．

（不要求写作法，但要保留作图痕迹，并指出所作图中表示结论的向量．）
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题型 10 平面向量的线性运算

【典例 1】．如图，已知平行四边形 ，对角线 与 相交于点O．设 ， ，试用 、

表示下列向量：

  

， ， ， ， ， ．

【变式 1】．如图，在 中，点 是边 的中点， ， ，那么 等于（    ）

A． B．

C． D．

【变式 2】．已知：如图，在 中， 是边 的中点， 与对角线 相交于点 ．如果 ，

，那么       （用含 、 的式子表示）．

【变式 3】．在菱形 中， ， ，那么       ．

题型 11 平面向量有关的分向量或分解式

【典例 1】．如图，在梯形 中， ， 交于点O， ， ，

．
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(1)填空： _________， _________（结果用 表示）；

(2)画出 在 方向上的分向量．（不要求写作法，但要指出所作图中表示结论的向量）

【变式 1】．如图，在△ABC中，点D在边 上，且 ．如果 ， ，那么 关于 、

的分解式为          ．

【变式 2】．如图，在梯形 中， ，且 ，过点 作 ，分别交 于

点 ，若 ．

(1)用 表示 和 ；

(2)求作 在 方向上的分向量．（不要求写作法，但要保留作图痕迹，并指出所作图中表示结论的分向

量）

题型 12 重心的性质在平面向量线性运算的应用

【典例 1】．如图，点 是 的重心，连接 ，如果 ， ，那么       ．
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【变式 1】．如图，已知 中，中线 、 相交于点G，设 ， ，那么向量 用向

量 、 表示为        ．

  

【变式 2】．如图，已知 为 的重心，过点 作 的平行线交边 和 于点 、 ，设 、

．用 （ 为实数）的形式表示向量 ____________．

题型 13 相似三角形在平面向量线性运算的应用

【典例 1】．如图，在 中，点 E为 中点，点D在边 上， ， ， ．

(1)求 的长；

(2)设 ， 用向量 、 表示向量 ，即 ______．

【变式 1】．如图， 与 相交于点 E， ，点 F在 的延长线上，连接 ，如果 平分
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， ， ．

(1)求 的长；

(2)设 ， ，用含 、 的式子表示 ．

一、单选题
1．下列判断错误的是（     ）．

A． B．如果 （ 为非零向量），那么

C．设 为单位向量，那么 D．如果 ，那么 或

2．下列关于向量的说法中，不正确的是（   ）

A．

B．

C．若 ，则

D．若 ，则 或

3．矩形 的对角线 与 相交于点 ，如果 ， ，那么（    ）

A． B．

C． D．

4．如图，已知平行四边形 ABCD中， ，E为 中点，求 （    ）
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A． B． C． D．

5．已知非零向量 和单位向量 ，那么下列结论中，正确的是（    ）

A． B． C． D．

6．已知点D、E分别在 的边 、 的延长线上， ， ，设 ，那么

用向量 表示为（    ）

A． B． C． D．

二、填空题

7．计算：         ．

8．如果向量 、 、 满足 ，那么       （用向量 、 表示）．

9．长度为 的 倍，且与 是平行向量的向量是           ．

10．已知向量 与单位向量 的方向相反，| |=3，那么向量 用单位向量 表示为       ．

11．如图，已知在 中，点D是边 AC上一点，且 ．设 ， ，那么向量    

．（用 的形式表示，其中 x、y为实数）

12．如图，已知点D、E分别在△ABC的边 CA、BA的延长线上，DE∥BC．DE：BC＝2：3，设 ，试

用向量 表示向量 ， ＝     ．
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13．如图，正六边形 ，连接 ，如果 ，那么           ．

  

14．如图，在梯形 中， ，对角线 AC、BD相交于点O，点 E、F分别是边 AB、CD的中点，

，设 ，那么        ．（用含向量 的式子表示）

三、解答题
15．已知 、 ．

  

(1)化简： ．

(2)求作 ，使 ．

16．如图，在 中，点D在边 上， ，E是 的中点．
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(1)求证： ；

(2)设 ， ，用向量 、 表示向量 ．

17．如图，已知 中，点 、 分别在边 、 上， ， ．

(1)如果 ，求 的长；

(2)设 ， ，用 、 表示 ．

18．如图，已知在 中，点 分别在边 上，且 ，过点 作 交 于点

．

  

(1)求证： ；

(2)若 ， ， ，请用 、 表示 、 （直接写出答案）．

19．已知：如图， 是 的中线，点 是重心，点 、 分别在边 和 上，四边形 是

平行四边形．
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(1)求证： ；

(2)设 ， ，用向量 ， 表示      ．


