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专题 21.7 一元二次方程的应用

 

教学目标
1. 掌握二次三项式的因式分解；

2. 学习可化为一元二次方程的分式方程及其应用；
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3. 会解一元二次方程的实际应用。

教学重难点

1.重点

（1）结合韦达定理，推理得出二次三项式因式分解的通式；

（2）解可化为一元二次方程的分式方程及其实际应用题；

（3）掌握一些常考的一元二次方程实际应用题型。

2.难点

（1）复杂的一元二次方程实际应用题，如营销问题；

（2）一元二次方程的几何应用。

知识点 1 二次三项式的因式分解

我们曾经在有理数范围内讨论过整式的因式分解.现在，我们将在实数范围内讨论二次三项式的因式分解.

在解一元二次方程 2x²-10x+12=0 时，可以先把方程左边因式分解，得 2(x-3)(x-2)=0,从而解得方程的两个根

x =3,x₁ 2=2.

反过来，也可以通过求出一元二次方程的根把二次三项式因式分解.

设一元二次方程 ax²+bx+c=0 的两个根是 x₁、x2,那么根据韦达定理可以知道：
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这就是说，要将二次三项式 ax²+bx+c 因式分解，如果 b²-4ac≥0,可以用求根公式求出方程 ax²+bx+c=0 的两

个根 x₁、x ,₂然后得到 ax²+bx+c=a(x-x1)(x-x2).

但如果 b²-4ac<0,那么二次三项式 ax²+bx+c 在实数范围内就不能因式分解.

【即学即练】

1．在实数范围内因式分解：       ．
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2．在实数范围内分解因式           ．

3．二次三项式 在实数范围内能分解因式，那么 的取值范围是            ．

4．把二次三项式 因式分解，下列结果正确的是（  ）

A．

B．

C．

D．

知识点 2 可化为一元二次方程的分式方程

1.复习：在七年级学习“分式”这一章时，我们认识了分式方程，讨论了可化为一元一次方程的分式方程的解

法.例如，分式方程 和 ,通过去分母都可转化为一元一次方程求解.

2.解方程：

方程两边同乘(x-1)(x+1),去分母得

x(x+1)=2.整理，得 x²+x-2=0.

解这个整式方程，得 x1=2,x =1.₂

检验：当 x=-2 时，代人原方程，等式成立；当 x=1 时，代入原方程，右端分母为 0,无意义，即 x=1 为增根，

应舍去.

所以，原方程的根是 x=-2.

3.可化为一元二次方程的分式方程：在求解上面的分式方程时，去分母后所得到的整式方程是一个一元二

次方程，所以上面的分式方程是可化为一元二次方程的分式方程，其求解步骤与解可化为一元一次方程的

分式方程类似.

4.求解可化为一元二次方程的分式方程的步骤.
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【即学即练】

1．方程 的解是           ．

2．解方程： ．

3．星期天早上小明从家出发到离家 5 千米的博物馆参观，实际每小时比原计划多走 1 千米，结果比原计划

早到了 10 分钟，求小明原计划每小时走多少千米

4．某工程队接到一道路改建任务，需为盲人修建一条长 3000 米的盲道．根据要求，该工程队在实际施工

时增加了施工人员，每天修建的盲道比原来计划多 250 米，结果提前 2 天完成工程．问实际每天修建盲道

多少米．

知识点 3 一元二次方程的实际应用

一、列一元二次方程解应用题的一般步骤

  审题→寻找数量关系和等量关系→设未知数（直接假设和间接假设）→列一元二次方程→解方程→检验→作

答。

二、一元二次方程应用题的主要类型
1.平均变化率问题

列一元二次方程解决增长(降低)率问题时，要理清原来数、后来数、增长率或降低率，以及增长或降

低的次数之间的数量关系.如果列出的方程是一元二次方程，那么应在原数的基础上增长或降低两次.

(1)增长率问题：

　平均增长率公式为  (a 为原来数，x 为平均增长率，n 为增长次数，b 为增长后的量.)

(2)降低率问题：

平均降低率公式为  (a 为原来数，x 为平均降低率，n 为降低次数，b 为降低后的量.)
2.数字问题

(1)任何一个多位数都是由数位和数位上的数组成 .数位从右至左依次分别是：个位、十位、百位、千

位……，它们数位上的单位从右至左依次分别为：1、10、100、1000、……，数位上的数字只能是 0、1、

2、……、9 之中的数，而最高位上的数不能为 0.因此，任何一个多位数，都可用其各数位上的数字与其数
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位上的单位的积的和来表示，这也就是用多项式的形式表示了一个多位数 .如：一个三位数，个位上数为

a，十位上数为 b，百位上数为 c，则这个三位数可表示为：100c+10b+a.

(2)几个连续整数中，相邻两个整数相差 1.

如：三个连续整数，设中间一个数为 x，则另两个数分别为 x-1，x+1.

几个连续偶数(或奇数)中，相邻两个偶数(或奇数)相差 2.

如：三个连续偶数(奇数)，设中间一个数为 x，则另两个数分别为 x-2，x+2.
3.利息问题

(1)概念：

本金：顾客存入银行的钱叫本金.   利息：银行付给顾客的酬金叫利息.本息和：本金和利息的和叫本息和.

期数：存入银行的时间叫期数.     利率：每个期数内的利息与本金的比叫利率.

(2)公式:利息=本金×利率×期数   利息税=利息×税率   本金×(1+利率×期数)=本息和

本金×[1+利率×期数×(1-税率)]=本息和(收利息税时)
4.利润(销售)问题

利润(销售)问题中常用的等量关系： 利润=售价-进价(成本)  总利润=每件的利润×总件数

5.形积问题   此类问题属于几何图形的应用问题，解决问题的关键是将不规则图形分割或组合成规则图

形，根据图形的面积或体积公式，找出未知量与已知量的内在关系并列出方程.

【即学即练】

1．某超市一月份的营业额为 200万元，第一季度的营业额共 1000万元，如果平均每月增长率为 x，则由

题意列方程应为（    ）

A． B．

C． D．

2．一次会议上，每两个参加会议的人都互相握了一次手，有人统计一共握了 次手．若设这次会议到会

的人数为 x人，依题意可列方程为（   ）

A． B． C． D．

3．有一个两位数等于其数字之积的 2倍，其十位数字比个位数字小 3，求这个两位数．

4．如图，在长为 100 米，宽为 80 米的矩形场地上修建两条宽度相等且互相垂直的道路，剩余部分进行绿

化，要使绿化面积为 7644 平方米，设道路的宽为 x米，则可列方程为（   ）
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A．

B．

C．

D．

5．某商场销售一批名牌衬衫，平均每天可售出 20件，每件盈利 40 元，为了扩大销售，增加盈利，尽快减

少库存，商场决定采取适当的降价措施，经市场调查发现，如果每件衬衫每降价 1 元，那么商场平均每天

可多售出 2件，若商场想平均每天盈利达 1200 元，求每件衬衫应降价多少元？

题型 01 二次三项式的因式分解

【典例 1】．在实数范围内因式分解：         ．

【变式 1】．在实数范围内分解因式：          ．

【变式 2】．在实数范围内分解因式：     ．

题型 02 二次三项式因式分解的条件

【典例 1】．如果二次三项式 在实数范围内可以因式分解,求 的取值范围.

【变式 1】．下列关于 的二次三项式在实数范围内不能够因式分解的是（       ）

A． ； B． ； C． ； D． ．

【变式 2】．若二次三项式 在实数范围内能因式分解，则 的最大整数解为      ．

题型 03 可化为一元二次方程的分式方程 

【典例 1】．解方程： ．

【变式 1】．解方程： ．
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【变式 2】．解方程： ．

题型 04 可化为一元二次方程的分式方程的实际应用

【典例 1】．学校艺术节需用红纸花 3000朵，某班全体同学自愿承担这批红纸花的制作任务，在实际制作

时，有 10名同学因排练节目而没有参加，这样参加劳动的同学平均每人制花的数量比原定全班同学平均每

人要完成的数量多 15朵，设这个班级共有 名同学，根据题意可得方程（   ）

A． B．

C． D．

【变式 1】．某工程队接到一道路改建任务，需为盲人修建一条长 3000 米的盲道．根据要求，该工程队在

实际施工时增加了施工人员，每天修建的盲道比原来计划多 250 米，结果提前 2 天完成工程．问实际每天

修建盲道多少米．

【变式 2】．2025 年 4月 19日，全球首次“人机共跑”半程马拉松在北京完赛，国内高校、科研机构、企业

等 20支机器人队伍参赛，其中 6支成功完赛，这些技术突破具有里程碑的意义，未来将应用于工业制造、

物流分拣、特种作业、家庭服务或养老服务等场景．这次机器人马拉松比赛里程约为 ，北京天工机

器人获得冠军，松延动力机器人获亚军．北京天工机器人每小时比松延动力机器人多跑 ，用时比松延

动力机器人少 小时，求松延动力机器人的平均速度是多少 ？

题型 05 增长率问题

【典例 1】．某厂今年十月份的总产量为 500吨，十二月份的总产量达到 720吨．若平均每月增长率是 x，

则可以列出方程（    ）

A． B．

C． D．

【变式 1】．某种型号的优盘经过两次降价后，每只由原来的 200 元下降至 128 元，则这种型号的优盘平

均每次降价的百分率为         ．

【变式 2】．某超市一月份的营业额为 300万元，第一季度的营业额共 1200万元，如果平均每月增长率为

，则由题意可列方程为（     ）
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A． B．

C． D．

【变式 3】．上海某企业今年二月份的产值比一月份的产值增长 ，三月以来，生产呈现出下降趋势，

四月份的产值比一月份的产值下降 ．若三、四月份的月平均下降率为 x，则以下关系正确的是

（    ）

A． ； B． ；

C． ； D． ．

题型 06 传播问题

【典例 1】．有 2 个人患了流感，经过两轮传染后共有 72 人患了流感，若设平均每轮传染 x人，则可列方

程为      ．

【变式 1】．有一人患了流感，经过两轮传染后，共有 81 人患了流感，每轮传染中平均每人传染了 x个人，

下列结论：① 1轮后有 个人患了流感；②第 2轮又增加 个人患流感；③依题意可得方程

；④不考虑其他因素经过三轮一共会有 648 人感染．所以正确的结论为（    ）

A．①③ B．①②③ C．①③④ D．①②③④

【变式 2】．某种植物的主干长出若干数目的支干，每个支干又长出同样数目的小分支，主干、支干和小

分支的总数是 157，设每个支干长出的小分支数目为 x，根据题意，下面所列方程正确的是（    ）

A． B．

C． D．

题型 07 循环赛问题

【典例 1】．组织一次篮球联赛，赛制为单循环形式，计划安排 15场比赛，邀请        个球队参加比赛．

【变式 1】．北京冬奥会女子冰壶比赛有若干支队伍参加了单循环比赛，单循环比赛共进行了 45场，设有

x支队伍参加比赛，可列方程为：      ．

【变式 2】．三对三篮球赛第一轮采用单循环赛制（每支队伍与其他队伍只比一场），共计 场比赛．则

有      支队伍参加比赛．
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【变式 3】．小川一家春节期间团圆相聚，他和兄弟姐妹们约定了互赠一份礼物，若他们一共赠送了 90 份

礼物，则小川及兄弟姐妹一共多少人？若设小川及兄弟姐妹一共有 人，则可列方程为           ．

题型 08 数字问题

【典例 1】．如果两个连续正偶数的积为 120，则这两个数是              ．

【变式 1】．一个两位数，它们的十位数字与个位数字之和为 ，如果把十位数字与个位数字调换后，所

得的两位数乘以原来的两位数就得 ，求原来的两位数．

【变式 2】．下图是某一个月的日历表，在表上可以用一个方框圈出 4 个数（如图所示）．请用方程知识

解答下列问题：

(1)若在圈出的四个数中，最小数与最大数的乘积为 84，求最小数．

(2)在圈出的四个数中，最小数与最大数的乘积能为 33吗？请说明理由．

题型 09 图形问题

【典例 1】．如图，从一个长 10 分米、宽 8 分米的铁片中间截去一个面积为 60 平方分米的小长方形，使

剩下长方形框四周宽度一样，如果设这个宽度为 分米，那么所列出的方程是（   ）

A． B．

C． D．

【变式 1】．如图，要建一个面积为 75 平方米的仓库，仓库的一边靠墙，并在与墙平行的一边开一道 1 米

宽的门，现有 32 米长的木板，求仓库的长与宽．设仓库垂直于墙面的一边长度为 x米，则可列方程为（   

）
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A． B．

C． D．

【变式 2】．某建筑工程队，在工地一边的靠墙处，墙长 米，用 米长的铁栅栏围一个所占地形状为

长方形的临时仓库，铁栅栏只围三边，如果长方形的面积为 平方米，那么长方形的两条邻边长是多少

米？

【变式 3】．如图，某体育场准备利用一堵呈“L”形的围墙（粗线 表示墙，墙足够高）改建室外篮

球场，已知 ， 米， 米，现计划用总长为 136 米的围网围建两个矩形篮球场，并在

每个篮球场开一个宽 3 米的门（细线表示图网，两个篮球场之间用围网 隔开），为了充分利用墙体，

点 F必须在线段 上，如果围成的篮球场 的面积为 1200 平方米，设 的长为 x米．那么根据题

意可列方程为        ．

题型 10 工程问题

【典例 1】．全球疫情爆发时，口罩极度匮乏，中国许多企业都积极地生产口罩以应对疫情，经调查发现：

1 条口罩生产线最大产能是 78000 个/天，每增加 1 条生产线，每条生产线减少 2000 个/天，工厂的产线共 x

条

（1）该工厂最大产能是_____个/天（用含 x的代数式表示）．

（2）若该工厂引进的生产线每天恰好能生产口 702000 个，该工厂引进了多少条生产线？
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【变式 1】．随着铁路运量的不断增长，重庆火车北站越来越拥挤，为了满足铁路交通的快速发展，该火

车站从去年开始启动了扩建工程，其中某项工程，甲队单独完成所需时间比乙队单独完成所需时间多 5 个

月，并且两队单独完成所需时间的乘积恰好等于两队单独完成所需时间之和的 6倍．

（1）求甲、乙队单独完成这项工程各需几个月？

（2）若甲队每月的施工费为 100万元，乙队每月的施工费比甲队多 50万元，在保证工程质量的前提下，

为了缩短工期，拟安排甲、乙两队分工合作完成这项工程．在完成这项工程中，甲队施工时间是乙队施工

时间的 2倍，那么，甲队最多施工几个月才能使工程款不超过 1500万元？（甲、乙两队的施工时间按月取

整数）

题型 11 行程问题

【典例 1】．在京珠高速公路上行驶着一辆时速为 108 千米的汽车，突然发现前面有情况，紧急刹车后又

滑行 30 米才停车．刹车后汽车滑行 10 米时用了（　　）秒．

A． B． C． D．

【变式 1】．《九章算术》“勾股”章有一题：“今有二人同所立。甲行率七，乙行率三．乙东行，甲南行十

步而斜东北与乙会，问甲、乙行各几何，”大意是说：已知甲、乙二人同时从同一地点出发，甲每单位时间

走 7 步，乙每单位时间走 3 步．乙一直向东走，甲先向南走 10 步，后又斜向北偏东方向走了一段后与乙相

遇．那么相遇时，甲、乙各走了多远？若设相遇时，甲、乙行走了 个单位时间，则下面由题意所列方程

正确的是（   ）

A． B．

C． D．

【变式 2】．甲、乙两个机器人分别从相距 70m的 A、B两个位置同时相向运动．甲第 1 分钟走 2m，以后

每分钟比前 1 分钟多走 1m，乙每分钟走 5m．

(1)甲、乙开始运动后多少分钟第一次同时到达同一位置？

(2)如果甲、乙到达 A或 B后立即折返，甲继续每分钟比前 1 分钟多走 1m，乙继续按照每分钟 5m的速度行

走，那么开始运动后多少分钟第二次同时到达同一位置？

题型 12 营销问题
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【典例 1】．某商店以 2400 元购进某种盒装茶叶，第一个月每盒按进价增加 作为售价，售出 50盒，

第二个月每盒以低于进价 5 元作为售价，售完余下的茶叶．在整个买卖过程中盈利 350 元，求每盒茶叶的

进价．

【变式 1】．小丽的叔叔分别用 元和 元钱从甲乙两地购进数量不等的同一商品，已知乙地商品比

甲地每件便宜 元，从乙地购进的商品数量比甲地购进的商品数量多 件，如果小丽的叔叔按每件 元销

售该商品，且全部销售完，那么小丽的叔叔从甲地共购进商品多少件？总共可赚多少元？

【变式 2】．为助力攻坚脱贫，某村村委会在网上直播销售该村优质农产品礼包，已知其 3月份的销售量

达到 400包，若农产品礼包每包的进价 25 元，原售价为每包 40 元，该村在今年 4月进行降价促销，经调

查发现，若农产品礼包每包降价 1 元，销售量可增加 5袋，当农产品礼包每包降价多少元时，这种农产品

在 4月份可获利 4620 元？

【变式 3】．上海市公安交警部门提醒市民，骑车出行必须严格遵守“一盔一带”的规定．某头盔经销商统

计了某品牌头盔 9月份到 11月份的销量，该品牌头盔 9月份销售 500 个，11月份销售 720 个，9月份到 11

月份销售量的月增长率相同．

(1)求该品牌头盔销售量的月增长率；

(2)若此种头盔的进价为 40 元/个，商家经过调查统计，当售价为 50 元/个时，月销售量为 500 个，若在此基

础上售价每上涨 2 元/个，则月销售量将减少 10 个，为使月销售利润达到 9000 元，且尽可能让顾客得到实

惠，则该品牌头盔每个售价应定为多少钱？

一、单选题
1．某商场对一款无人机进行降价促销，其售价由最初的 400 元经过两次降价后变为 225 元，且两次降价的

百分率相同．设每次降价的百分率为 ，可列方程为（    ）

A． B．

C． D．

2．将 分解因式正确的是（    ）

A． B．
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C． D．

3．如果关于 x的二次三项式 在实数范围内能分解因式，那么 a的取值范围是（    ）

A． B． C． D． 且

4．现要在一个长为 ，宽为 的长方形花园中修建等宽的小道，剩余的地方种植花草．如图所示，

要使种植花草的面积为 ，若设小道的宽度为 ，则由题意可列方程为（    ）

A． B．

C． D．

5．今年“国庆节”和“中秋节”双节期间，某微信群规定，群内的每个人都要发一个红包，并保证群内其他人

都能抢到且自己不能抢自己发的红包，若此次抢红包活动，群内所有人共收到 90 个红包，则该群一共有(  

  )

A．9 人 B．10 人 C．11 人 D．12 人

6．直播购物逐渐走进了人们的生活．某电商在抖音上对一款成本价为 40 元的小商品进行直播销售，如果

按每件 60 元销售，每天可卖出 20件．通过市场调查发现每件小商品售价每降低 1 元，日销售量增加 2件．

若日利润保持不变．商家想尽快销售完该款商品．每件售价应定为多少元（    ）

A．45 B．50 C．55 D．60

二、填空题
7．根据上海市统计局数据，上海市 2021 年的地区生产总值约是 4.32万亿，2023 年的地区生产总值约是

4.72万亿，设这两年上海市地区生产总值的年平均增长率都为 x，根据题意可列方程      ．

8．我国新能源汽车发展迅速，某品牌电动车第一季度销量达 10万辆，预计第二季度的销量比第一季度增

长 ，第三季度的销量比第二季度增长 ，那么预计第三季度的销量为     万辆．
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9．在实数范围内分解因式：              ．

10．若干个好朋友除夕夜打电话互相问候，两个朋友之间都通话交流一次，一共通话 次，设这些朋友一

共 人，则可列方程：      ．

11．有一个两位数，如果个位上的数比十位上的数大 1，并其十位上的数的平方比个位上的数也大 1，那么

这个两位数是          ．

12．如图是一块长方形菜地 ABCD， ， ，面积为 ．现将边 AB增加 ，边 AD增加

，若有且只有一个 a的值，使得到的长方形面积为 ，则 S的值是        ．

  

三、解答题

13．解方程： ．

14．解方程： ．

15．在实数范围内分解因式：

（1）﹣a2 3﹣ a+1．

（2）2x2y2 3﹣ xy 4﹣ ．

16．一种笔记本电脑，原来的售价是 元，经过连续两年的降价，今年每台售价为 元，每年降价

的百分率相同．

(1)年降价的百分率是多少？

(2)小明是去年购买这种笔记本的，那么与今年的售价相比，他多付了多少元？

17．某单位组织员工前往九棵树艺术中心欣赏民族舞表演．表演前，主办方工作人员准备利用 米长的墙

为一边，用 米隔栏绳为另三边，设立一个面积为 平方米的长方形等候区，如图，为了方便群众进出，

在两边空出两个各为 米的出入口（出入口不用隔栏绳）．假设这个长方形平行于墙的一边为长，垂直于

墙的一边为宽，那么围成的这个长方形的长与宽分别是多少米？
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18．列方程解决下列问题．

材料一：2023 年 7月 6日~8日，机器人足球世界杯中国赛（上海分赛场）暨张江智能机器人科创展示在

“世界人工智能大会”张江分会场正式举行．假设参赛的每两个队之间都要比赛一场，赛程安排 3 天，每天

安排 145场比赛，求共有多少支队伍参赛？

材料二：2025 年 4月 19日，全球首次“人机共跑”半程马拉松在北京完赛，国内高校，科研机构，企业等 20

支机器人队伍参赛，其中 6支成功完赛，这些技术突破具有里程碑的意义，未来将应用于工业制造，物流

分拣，特种作业，家庭服务或养老服务等场景．这次机器人马拉松比赛里程约为 ，北京天工机器人

获得冠军，松延动力机器人获亚军．北京天工机器人每小时比松延动力机器人多跑 ，用时比松延动力

机器人少 ，求松延动力机器人的平均速度 是多少？

19．如图所示， 中， ．

(1)点 P从点 A开始沿 边向 B以 的速度移动，点Q从 B点开始沿 边向点 C以 的速度移动，

如果 P，Q分别从 A，B同时出发，经过几秒，点 P和点Q间的距离是 ？

(2)点 P从点 A开始沿 边向 B以 的速度移动，点Q从 B点开始沿 边向点 C以 的速度移动．

如果 P，Q分别从 A，B同时出发，线段 能否将 分成面积相等的两部分？若能，求出运动时间；

若不能说明理由；

(3)若 P点沿射线 方向从 A点出发以 的速度移动，点Q沿射线 方向从 C点出发以 的速度

移动，P，Q同时出发，问几秒后， 的面积为 ？


