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专题 02 一次函数中的数学思想方法

题型一：数形结合思想

题型二：方程思想

题型三：分类讨论思想

题型 01 数形结合思想

数形结合是学习函数的核心思想之一，指把抽象的数、数量关系与函数图像特征相互转化、结合使用，以 

“以形助数、以数解形” 的方式简化问题、破解难点。

【典例 1】甲、乙两台智能机器人从同一地点出发，沿着笔直的路线行走了 ．甲比乙先出发，并且

匀速走完全程，乙出发一段时间后速度提高为原来的 2倍．设甲行走的时间为 ，甲、乙行走的路程分

别为 、 ， 、 与 之间的函数图像如图所示，根据图像所提供的信息解答下列问题：

(1)乙比甲晚出发______s，乙提速前的速度是每秒_____ ， _____， _____；

(2)当 为_____时，乙追上了甲；
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(3)何时乙在甲的前面？

【典例 2】小明租用共享单车从家出发，匀速骑行到相距 米的邮局办事．小明出发的同时，他的爸爸

以每分钟 米的速度从邮局沿同一条道路步行回家，小明在邮局停留了 分钟后沿原路按原速返回．设他

们出发后经过 （分）时，小明与家之间的距离为 （米），小明爸爸与家之间的距离为 （米），图中

折线 、线段 分别表示 、 与 之间的函数关系的图像．

(1)当 _______分钟时，小明爸爸正好回到家；

(2) 与 之间的函数表达式为_______；

(3)当 ___________分钟时，小明和爸爸第一次相遇．（第（3）需要写出过程）

【变式 1】A，B两地相距 2千米，甲步行从 A地出发到 B地，同时乙骑自行车从 B地出发到 A地，乙到达

A地 12分钟后甲到达 B地，如图， ， 分别表示甲、乙离 A地的距离 y（千米）和所用时间 x（分钟）之

间的函数关系．下列结论：① 的表达式为 ；② 的表达式为 ；③甲、乙相遇时，距 B

地 千米；其中正确的有（   ）



3 / 17

淘宝：学思创想

学科网（北京）股份有限公司

学科网（北京）股份有限公司

A．①② B．②③ C．①③ D．①②③

【变式 2】端午节是我国的传统节日，人们素有吃粽子的习俗．端午节前夕，某超市打算购进甲、乙两种

畅销的粽子，已知购进 2箱甲种粽子和 1箱乙种粽子需用 128元；购进 1箱甲种粽子和 4箱乙种粽子需用

176元．

(1)求甲种粽子每箱的进价和乙种粽子每箱的进价各是多少元；

(2)超市计划用不超过 7680元的资金购进甲、乙两种粽子共 200箱，其中甲种粽子的数量不低于乙种粽子

数量的 ，则超市共有几种购进方案？当购进两种粽子各多少箱时，所需资金最少？最少资金是多少元？

(3)该超市租用大、小两辆货车运输粽子，两车同时出发，途经休息区时大货车休息 1小时后加速行驶，而

小货车没有休息继续原速行驶，结果大货车比小货车早到达超市 0.5小时，大、小两车离出发地的路程

（单位：千米）与小货车出发的时间 （单位：小时）的函数图象如图所示，请结合图象解答下列问题：
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①大货车休息前的速度为__________千米∕时；小货车的速度为__________千米∕时；

②请直接写出小货车出发多少小时两车相距 30千米．

【变式 3】小明的父母出去散步（均为匀速步行），从家走了 分钟到一个离家 米的报亭．母亲随即

按原来的速度返回，如（ ）图所示．父亲在报亭看报 分钟，然后用 分钟返回家．

(1)请在（ ）图中补全父亲离家的距离与所用时间的函数图象；

(2)由题意可知，小明的父母从家到报亭散步的速度是_____，若设小明家到报亭的距离 与小明的父母一

起散步所用时间 之间的函数关系式为 ，则 的值是_____，由此可发现， 表示：

_________________________；

(3)求父亲返程的速度．

【变式 4】甲、乙两人在直线道路上同起点、同终点、同方向，分别以不同的速度匀速跑步 1500米，先到

终点的人原地休息，已知甲先出发 30秒后，乙才出发，在跑步的整个过程中，甲、乙两人的距离 y（米）
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与甲出发的时间 x（秒）之间的关系如图所示，则乙到终点时，甲距终点的距离是______米．

【变式 5】甲、乙两人在笔直的湖边公路上同起点、同终点、同方向匀速步行 2400米，先到终点的人原地

休息．已知甲先出发 4分钟，在整个步行过程中，甲、乙两人间的距离 y（米）与甲出发的时间 x（分）之

间的关系如图中折线 所示．

(1)求线段 的表达式，并写出自变量 x的取值范围；

(2)求乙比甲早几分钟到达终点？

题型 02  方程思想

方程思想是初中数学最基础、最核心的解题思想：当问题中未知量无法直接求出时，设未知数，根据题目

里的等量关系列出方程（或方程组、不等式），通过解方程求交点坐标、动点问题、存在性问题，联立解

析式列方程求解。

【典例 1】如图，在平面直角坐标系中，点 A，B的坐标分别为 和 ，现将线段 平移得到线
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段 ，且点 A的对应点 C的坐标为 ，连接 ．

(1)直接写出点D的坐标为 ， 的面积为 ；

(2)平移线段 得线段 ，点 A的对应点 E的坐标为 ，如果 是方程 的解，且点 F

在第一象限内，并且横纵坐标相等，求 的值；

(3)点 P 是 x轴上位于点 A右侧的动点，连接 ，将线段 向右平移得线段 ，其中点 P的对应点

为Q，点 C的对应点为D，H是 的中点，如果 和 面积相等，求 t的值．

【变式 1】如图 1，在平面直角坐标系中，点 A，B的坐标分别为 ， ，且 a，b满足

，现将线段 先向上平移 4个单位长度，再向右平移 6个单位长度得到线段 ，

其中点 A对应点为 C，点 B对应点为D，连接 ， ．

(1)请直接写出 A，B两点的坐标；
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(2)如图 2，点M是线段 上的一个动点，点 N是线段 的一个定点，连接 ， ，当点M在线段

上移动时（不与 A，C重合），探究 ， ， 之间的数量关系，并说明理由；

(3)在坐标轴上是否存在点 P，使三角形 的面积与三角形 的面积相等？若存在，请求出点 P的坐

标；若不存在，试说明理由．

【变式 2】如图，点O为平面直角坐标系的原点，在矩形 中，两边 、 分别在 x轴和 y轴上，

且点 满足 ．

(1)求点 B的坐标（  ， ）；

(2)若过点 B的直线 与矩形 的 边交于点 P，且将矩形 的面积分为 两部分：

①求直线 的解析式；

②在直线 确定一点Q，使得 的面积等于矩形 的面积，求点Q的坐标．
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【变式 3】【数学活动回顾】七年级下册教材中我们曾探究过“以方程 的解为坐标（x的值为横坐

标，y的值为纵坐标）的点的特性”，了解了二元一次方程的解与它的图像上点的坐标的关系．

规定：以方程 的解为坐标的所有点的全体叫做方程 的图像．

结论：一般地，在平面直角坐标系中，任何一个二元一次方程的图像都是一条直线．示例：如图 1，我们

在画方程 的图像时，可以取点 和 作出直线 AB．

【解决问题】（1）请在图 2所给的平面直角坐标系中画出二元一次方程组 中的两个二元一次方

程的图像．

（2）观察图 2所画的图像，两条直线的交点坐标是______，由此得出这个二元一次方程组的解是______．

【拓展延伸】（3）①在同一平面直角坐标系中，二元一次方程 的图像 和 的图像 如图

3所示．请根据图像，直接判断方程组 的解的情况是______．（填“有解”或“无解”）

②已知点 ， 在二元一次方程 的图像上，求 a，b的值．
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③在②的条件下，以关于 x、y的方程组 的解为坐标的点在方程 的图像上，当

时，化简： ．

【变式 4】活动：二元一次方程的“图象”，在平面直角坐标系中，二元一次方程 的一个解 可

以用一个点 表示出来．标出一些以方程 的解为坐标的点，过这些点中的任意两点作直线，可

以发现这些点落在同一条直线上．在这条直线上任取一点，这个点的坐标就是方程 的解．一般地，

以一个二元一次方程的解为坐标的点的全体叫作这个方程的图象．二元一次方程的图象是一条直线．

(1)根据上述结论，在同一平面直角坐标系画出二元一次方程组 中的两个二元一次方程的图象；

(2)点 分别是 图象上的点．
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① 是否为定值？若是，则求出 的值；若不是，则说明理由．

②点 R在坐标轴上，当 时， ，求出 R的坐标．

【变式 5】如图，在平面直角坐标系中，直线 与 x轴、y轴分别交于点 A，B，点 C在 y轴

的负半轴上，若将 沿直线 折叠，点 B恰好落在 x轴正半轴上的点D处．

(1)点 A的坐标是 _________，点 B的坐标是 __________， 的长为 _________；

(2)求点 C的坐标；

(3)点M是 y轴上一动点，若 ，直接写出点M的坐标；

(4)在第一象限内是否存在点 P，使 为等腰直角三角形，若存在，直接写出点 P的坐标；若不存在，

请说明理由．

题型 03  分类讨论思想

当一道题答案不唯一、情况有多种、条件不确定时，不能一概而论，要按统一标准分成不同类别，一类一



11 / 17

淘宝：学思创想

学科网（北京）股份有限公司

学科网（北京）股份有限公司

类分别分析、计算，最后汇总所有结果，做到不重复、不遗漏。

【典例 1】——增减性不确定

（24-25 八年级上·安徽·期中）一次函数 y=kx+b，当 3≤x≤1时．对应的 y 值为 l≤y≤9，则 kb的值为(    )．

A．14 B． 6 C． 1和 21 D． 6和 14

【分析】一次函数可能是增函数也可能是减函数，应分两种情况进行讨论，根据待定系数法求出解析式即

可．

【典例 2】——经过的象限不确定

（23-24 八年级下·湖北武汉·期末）若一次函数 （k，b是常数）的图象不经过第三象限，则一次函

数 的图象（    ）

A．经过二、三、四象限 B．不经过第一象限

C．经过一、二、四象限 D．不经过第三象限

【分析】直线不经过第三象限，包含只过二、四象限和经过一、二、四象限两种情况。

【典例 3】——与坐标轴的交点不确定

（24-25 八年级下·全国·单元测试）已知一次函数的图象经过点 ，且与两坐标轴围成的三角形的面积

为 2，则此一次函数的解析式为___________．



12 / 17

淘宝：学思创想

学科网（北京）股份有限公司

学科网（北京）股份有限公司

【分析】直线与 x 轴的交点位置可能在原点左边，也可能在原点右边.

【典例 4】——等腰三角形的腰与底边不确定

（25-26 八年级上·贵州·期中）已知一次函数与 轴交于点 与 轴交于点 ．且 与 满足

．

(1)求出点 ，点 的坐标；

(2)求出一次函数的表达式，并画出图象；

(3)在 轴上是否存在一点 ，使三角形 是以 为腰的等腰三角形，若不存在，请说明理由；若存在，

求出符合题意的点 的坐标．

【分析】（1）由非负数的性质即可求 a与 b的值；

（2）根据两点确定一条直线即可画图；

（3）求出 ，分 ， 两种情况讨论．
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【典例 5】——平行四边形的对角线不确定

（24-25 九年级上·黑龙江绥化·月考）如图，一次函数 与 轴相交于点 ，与 轴相交于点

．

(1)求一次函数的解析式；

(2)请在平面内标注点 ，平面内是否存在一点 ，使 四点构成平行四边形？若存在，直接写

出点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【分析】 点 和点 的坐标代入 ，用待定系数法求出一次函数的解析式即可；

本题中需要分两种情况讨论：AB为平行四边形的边、AB为平行四边形的对角线；

【典例 5】——动点跨越转折点求分段函数解析式

（24-25 七年级下·黑龙江·月考）如图，在平面直角坐标系中，点 ， 中的m，n是方程组
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的解，点 C在 x轴的正半轴上，且 ， ，过点 A作 轴，过点 C作

于点D，动点 P从点D出发，以每秒 2个单位长度的速度在射线 上运动，同时另一动点Q从

点 B出发向终点 A运动，速度是每秒 3个单位长度，设运动时间为 t秒．

  

(1)求出点 A、B、C的坐标；

(2)连接 ，请用含 t的关系式来表示 的面积 S；

(3)是否存在某一时刻 t，使 的面积等于 面积的一半，若存在，请求出 t 值；若不存在，请说

明理由．

【分析】题目主要考查解二元一次方程组，确定函数关系式，一元一次方程的应用，理解题意，结合题意

求解是解题关键．

（1）根据题意解二元一次方程组求解即可；

（2）根据题意分两种情况分析：当 P在 A点右边时，当 P在 A点左边时，结合图形求面积即可；

（3）作 于点 H，根据题意得出 ，然后分两种情况分析：当 时，当 时，
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列出方程求解即可．

【变式 1】（24-25 八年级上·浙江杭州·期末）已知一次函数 的图像不经过第三象限，则

m的取值范围是_________．

【变式 2】（25-26 八年级下·陕西西安·月考）如图，在平面直角坐标系中，直线 ： 与 轴交

于点 与 轴交于点 ．

(1)求直线 的表达式；

(2)在 轴上是否存在点 ，使以 ， ， 三点为顶点的三角形是等腰三角形？若存在，请求出点 的坐

标；若不存在，请说明理由．

【变式 3】（24-25 八年级下·湖南永州·期中）如图，矩形 中，点 在 轴上，点 在 轴上，点

的坐标是 ．矩形 沿直线 折叠，使得点 落在对角线 上的点 处，折痕与 轴、 轴分

别交于点 、 ．
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(1)  ；

(2)求点 的坐标；

(3)若点 在 轴上，则在直线 上是否存在点 ，使得以 、 、 、 为顶点的四边形是平行四边

形？若存在，请直接写出满足条件的点 的坐标；若不存在，请说明理由．

【变式 4】（23-24 八年级下·吉林长春·期末）如图，在 中， 的面积为 36，

动点 从 点出发，以 1个单位长度的速度沿线段 向终点 运动，同时动点 从点 出发以 3个单位

长度的速度在 间往返运动（点 不与点 重合），当点 到达点 时，动点 同时停止运动，

连接 ．设运动时间为 秒．

(1)直线 与 之间的距离是______．

(2)当点 从点 向点 运动时，设四边形 的面积为 S，求 S与 之间的函数关系式，并写出自变量



17 / 17

淘宝：学思创想

学科网（北京）股份有限公司

学科网（北京）股份有限公司

的取值范围．

(3)当线段 经过 的对称中心时，求 的值．

(4)直接写出四边形 的面积 S随 的增大而增大时， 的取值范围是______．


