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专题 02 几何压轴题（复习篇）

考点 01 三角形中的不等关系的应用

考点 02 等腰三角形的分类讨论

考点 03 传统解答证明题

考点 04 综合实践类

考点 05 动点问题

考点 06 动态几何（旋转、翻折等）

考点 07 新定义题

考点 08 几何的综合应用

考点 01 三角形中的不等关系的应用

1．（1）如图 1，在 中，已知 ．

如图 1，通过定理“在三角形中，___________”可以证明 ；

如图 1，若 D 是 边的中点，连接 ，求证： ．

（2）如图 2，在 中，已知 ，且 D 是 内的一点， ．求证： ．

2．阅读与思考

小明周末去图书馆学习，偶然间发现一本《几何原本》，阅读第一卷，就对其中的一个命题很感兴趣，于
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是将这段抄录在笔记本上，并完成了证明．下面是小明的笔记内容，请仔细阅读并完成相应任务．

《几何原本》是一部集前人思想和欧几里得个人创造性于一体的不朽之作，把人们公认

的一些事实列成定义，公理和公设，用它们来研究各种几何图形的性质，从而建立了一

套从定义，公理和公设出发，论证命题得到定理的几何学论证方法．在其第一卷中记载

了这样一个命题：“在任意三角形中，大边对大角”．

下面是上述命题的证明．

已知：如图 1，在 中， ．

求证： ．

证明：如图 2，由于 ，故在 边上截取 ，连接

．

，

，（依据 1）

是 的外角，

，（依据 2）

，

．

， ， ．
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任务：

(1)填空：材料中的依据 1 是指：__________；依据 2 是指：__________．

(2)如图 3，在四边形 中， ， ．请猜想 和 的关系，并证明你的结论．

3．阅读下列材料，完成相应任务．

三角形中边与角之间的不等关系

学习了等腰三角形，我们知道：在一个三角形中，等边所对的角相等；反过来，等角所对的边也相等．那

么，不相等的边所对的角之间的大小关系怎样呢？大边所对的角也大吗？下面是奋进小组的证明过程．

如图 1，在△ABC 中，已知 AB＞AC＞BC．

求证：∠C＞∠B＞∠A．

证明：如图 2，将△ABC 折叠，使边 AC 落在 AB 上，

点 C 落在 AB 上的点 C′处，折痕 AD 交 BC 于点 D．

则∠A C′D=∠C．

∵∠A C′D=∠B+∠BDC′（依据 1）

∴∠A C′D＞∠B

∴∠C＞∠B（依据 2）

如图 3，将△ABC 折叠，使边 CB 落在 CA 上，点 B 落在 CA 上的点 B′处，折痕 CE 交 AB 于点 E．则

∠CB′E=∠B．

∵∠CB′E=∠A+∠AEB′

∴∠CB′E＞∠A

∴∠B＞∠A
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∴∠C＞∠B＞∠A．

归纳总结：利用轴对称的性质可以把研究边与角之间的不等问题，转化为较大量的一部分与较小量相等的

问题，这是几何中研究不等问题是常用的方法．

类似地，应用这种方法可以证明“在一个三角形中，大角对大边，小角对小边”的问题．如图 1，已知△ABC

中，∠C＞∠B＞∠A．求证：AB＞AC＞BC．下面是智慧小组的证明过程（不完整）．

证明：如图 2，在∠BCA 的内部，作∠BCF=∠B，CF 交 AB 于点 F．

则 CF=BF （依据 3）

在△ACF 中，AF+CF＞AC，

∴AF+BF＞AC，

∴AB＞AC；…

任务一：①上述材料中依据 1，依据 2，依据 3 分别指什么？

依据 1： ；

依据 2： ；

依据 3： ．

②上述材料中不论是由边的不等关系，推出角的不等关系，还是由角的不等关系推出边的不等关系，都是

转化为较大量的一部分与较小量相等的问题，再用三角形外角的性质或三边关系进而解决，这里主要体现

的数学思想是_____________；（填正确选项的代码）

A． 转化思想          B． 方程思想         C． 数形结合思想

任务二：请将智慧小组的证明过程补充完整，并在备用图中作出辅助线．

任务三：根据上述材料得出的结论，判断下列说法，正确的有__________（将正确的代码填在横线处）．

①在△ABC 中，AB＞BC，则∠A＞∠B；

②在△ABC 中，AB＞BC＞AC，∠C=89°，则△ABC 是锐角三角形；

Rt③ △ABC 中，∠B=90°，则最长边是 AC；
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④在△ABC 中，∠A=55°，∠B=70°，则 AB=BC．

考点 02 等腰三角形的分类讨论

4．如图，点 O 是等边 内一点，D 是 外的一点， ， ， ，

连接 ．

(1)求证： 是等边三角形；

(2)当 时，试判断 的形状，并说明理由；

(3)探究：当 为多少度时， 是等腰三角形．

5．已知在 中， ，点 D 是边 上一点， ．

(1)如图 1，试说明 的理由；

(2)如图 2，过点 B 作 ，垂足为点 E， 与 相交于点 F．

①试说明 的理由；

②如果 是等腰三角形，求 的度数．

6．在 中， 的垂直平分线分别交边 、边 和直线 于点 ，连接 ．
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(1)点 在 的延长线上，

①如图，求证： ；

②如图，当 时，求 的周长；

(2)当 是等腰三角形时，请直接写出 的度数．

7．在 中， ，点 D 是 BC 边上一点（点 D 不与 B、C重合）．点 D 关于直线 AB 的对称点为

点 E，连接 AD．在直线 AD 上取一点 F，使 ，直线 EF 与直线 AC 交于点 G．

(1)如图 1，如果 ， ， ．

①求 的度数（用含 α 的代数式表示）；

②求证： ；

(2)如图 2，如果 ，连接 AE，当 为等腰三角形时，求 的度数．

8．已知在 中， ， ，点 是平面内一点，连接 、 、 ， ．

(1)如图 1，点 在 的内部．

①当 ，求 的度数；

②当 平分 ，判断 的形状，并说明理由；

(2)如果直线 与直线 相交于点 ，如果 是以 为腰的等腰三角形，求 的度数（直接

写出答案）．

9．在综合实践课上，李老师以“含 的三角板和等腰三角形纸片”为模具与同学们开展数学活动．已知，

在等腰 纸片中， ， ，将一块含 角的足够大的直角三角尺 （

， ）按如图所示放置，顶点 在线段 上滑动（点 不与 ， 重合），三角尺
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的直角边 始终经过点 ，并与 的夹角 ，斜边 交 于点 ．

(1)当 时，  ；

(2)当 等于何值时， ？请说明理由；

(3)在点 的滑动过程中，存在 是等腰三角形吗？若存在，请求出夹角 的大小；若不存在，请说明

理由．

考点 03 传统解答证明题

10．已知：如图 1，点 D 是 的中点， ， 平分 ，点 F 在线段 上，且 ．

(1)求证： ；

(2)如图 2，连接 ，交 于点 G，如果 ， ．

ⅰ）当 时，求四边形 的面积；

ⅱ）延长 至点 P，使 ，连接 ，求 的度数．

11．已知 ，分别以 、 为边作 和 ，且 ， ， ，

连接 与 ， 、 分别是 与 的中点．
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(1)如图 ，若 ，则 ______；

(2)如图 ，若 ，则 ______；

(3)如图 ，若 ，试探究 与 的数量关系，并给予证明．

12．（1）如图 1，在等腰直角 中， ， ，过点 作直线 ，且有 于

点 于点 ，猜想 与 之间满足的数量关系，并说明理由．

（2）如图 2，在等腰直角 中， ， ，过点 作直线 ，过点 作 于

点 ，过点 作 于点 ， ， ，则 的长为___________．

（3）如图 3， ， ， ，连接 ， ，且 于点 与

直线 交于点 ．若 ，求 的面积．

考点 04 综合实践类

13．综合与实践

【问题情境】课外数学社团开展活动时，指导老师提出了如下问题：如图 1，在 中，若

， 为 边上的中点，试求中线 长的取值范围．

【探究方法】小明同学在组内和同学们合作交流后，得到了如下解决方法：如图 ，延长 到点 ，使

，连接 ．请根据小明同学的方法思考：

（ ）由已知条件和作辅助线，能得到 ，理由是_______．

．      ．        ．         ．

（ ）求中线 长的取值范围．

【解决问题】

（ ）老师赞赏了他们的探索精神，并鼓励他们运用这个知识来解决问题：如图 ， 和 都是

等腰直角三角形， ， 是 的中线，若 ，求 的长．
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14．通过对下面数学模型的研究学习，解决下列问题：

(1)如图 1， ， ，过点 B 作 于点 C，过点 D 作 于点 E．由

，得 ．又 ，可以推理得到 _________，推理

依据是___________．进而得到 _________， _________．我们把这个数学模型称为“K字”模型或

“一线三等角”模型；

(2)如图 2， ， ， ，连接 ， ，且 于点 F， 与直线

交于点 G．求证：点 G 是 的中点；

(3)如图 3，已知四边形 和 为正方形， 的面积为 ， 的面积为 ，试猜想 和

的数量关系，并说明理由．

15．小海在解答练习册 P37 第 4 题后进行了拓展探究：

如图 1，在 中， 的平分线 交边 于点 D， ，垂足为 E．

小海猜想：通过 的度数可求出 的度数，再结合 的度数可求出 的度数，从而确定

与 之间存在固定的数量关系．他尝试代入了几组 的度数后 ，验证了这

一猜想．
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(1)请补全下表：

……

……

     ______ ______ ……

(2)如图 2，若 ， ，那么 ______．（用含 、 的代数式表示），并加以证

明；

(3)在（2）的基础上作 的垂直平分线，交 的延长线于点 F，连接 ．如图 3，如果 ，

请直接写出 ______ ．

考点 05 动点问题

16．如图，已知 是等边三角形， ，点 P 从点 A 出发，沿射线 以 的速度运动，过

点 P 作 交射线 于点 E，同时点 Q 从点 C 出发沿 的延长线以 的速度运动，连接 、

，设点 P 的运动时间为 ．

(1)当点 P 在边 上，且不与点 、 重合时，求证： ；

(2)直接写出 的长（用含 t 的代数式表示）；

(3)在不添加字母和连接其它线段的条件下，当图中等腰三角形的个数大于 3时，直接写出 t 的值和对应的

等腰三角形的个数．（请写出所有的可能性）

17．在△ABC 中，AB=AC，点 D 是直线 BC 上一点（不与 B、C重合），以 AD 为一边在 AD 的右侧作

△ADE，使 AD=AE，∠DAE =∠BAC，连接 CE．
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（1）如图 1，当点 D 在线段 BC 上，如果∠BAC=90°，则∠BCE=  度；

（2）设 ， ．

①如图 2，当点 D 在线段 BC 上移动，则 ， 之间有怎样的数量关系？请说明理由；

②当点 D 在直线 BC 上移动，则 ， 之间有怎样的数量关系？请直接写出你的结论．

18．如图，在 中， ，高 、 相交于点 ， ，且 ．

(1)请说明 的理由；

(2)动点 从点 出发，沿线段 以每秒 个单位长度的速度向终点 运动，动点 从点 出发沿射线

以每秒 个单位长度的速度运动， 、 两点同时出发，当点 到达 点时， 、 两点同时停止运动．

设点 的运动时间为 秒，求当 为何值时， 的面积为 ．

(3)在(2)的条件下，点 是直线 上的一点且 ．当 为何值时，以点 、 、 为顶点的三角形

与以点 、 、 为顶点的三角形全等？ 请直接写出符合条件的 值 ．

考点 06 动态几何（旋转、翻折等）

19．如图，在 中， ， ， 是 的中点， 是 的中点，连接

．将射线 绕点 逆时针旋转 得到射线 ，过点 作 交射线 于点 ．
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(1)①依题意补全图形；

②求证： ；

(2)连接 ， ，用等式表示线段 ， 之间的数量关系，并证明．

20．（1）观察理解：如图 1， 中， ， ，直线 过点 ，点 ， 在直线 同侧，

， ，垂足分别为 ， ，由此可得： ，所以 ，又

因为 ，所以 ，所以 ，又因为 ，所以

___________；（请填写全等判定的方法）

（2）理解应用：如图 2， ，且 ， ，且 ，利用（1）中的结论，请按照图

中所标的数据计算图中 的面积是___________；

（3）拓展提升：如图 3，等边 中， ，点 在 上，且 ，动点 在射线 上，

连接 ，将线段 绕点 逆时针旋转 得到线段 ．

①当 时， 的长是___________．

②当点 恰好落在射线 上时，请直接写出 的长．

21．如图，已知在 中， 射线 点 P 为射线 上的动点

（点 P 不与点 A重合），连接 ，将线段 绕点 B顺时针旋转角度 α后，得到线段 ，连接 、 ．
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(1) 与 全等吗？ 试说明理由；

(2)延长 交射线 于点 D，在点 P 的移动过程中， 的大小是否发生变化？若改变请说明理由，

若不改变，请求出 的大小（用含 α 的代数式表示）；

(3)当 时， 过点 Q 作 垂直射线 ，垂足为 E，那么  ________（用

m、 n 的代数式表示） ．

22．如图 1，在 中，点 是 边的中点，将 沿直线 翻折，点 落在点 处（点 在直线

上方），连接 .

(1)在不添加辅助线的前提下，请找出图 1 中的一个等腰三角形：________；

(2)求证： ；

(3)如图 2，过点 作 的平行线，交 的延长线于点 .求证： ；

(4)连接 ，当 时，如果 是等腰三角形，那么 的度数为________.

23．已知：在等腰 中， ， ．把 绕点 逆时针旋转得到 ，其中点 ，

分别是点 ， 的对应点．
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(1)如图 ，若 ， 平分 ，求 的度数；

(2)在 旋转过程中，若直线 ， 相交于点 ，

如图 ，当点 ， 在直线 右侧时，若 ，求 的度数；

设 ，请直接用含 的式子表示 ；

(3)如图 ，当 时，在线段 上取一点 ，连接 ，使得 ，请求出

的度数．

考点 07 新定义题

24．定义：在等腰三角形中，过某底角顶点的一条射线分这个底角所成的两个角中恰好有一个角等于这个

等腰三角形的顶角，那么称这条射线为这个等腰三角形的“等角分割线”．

已知在 中， ，点 在边 上．

(1)如图 1，如果 ，求证： 是 的“等角分割线”；

(2)如图 2，如果 ，且 是 的“等角分割线”，求 的度数；

(3) 是 的“等角分割线”， 的平分线交 于点 ．如果 ，那么 的度数为

___________．

25．【定义 1】如果一个三角形的三个角分别等于另一个三角形的三个角，那么称这两个三角形互为“均等

三角形”

【定义 2】从三角形（不是等腰三角形）一个顶点引出一条射线与对边相交，顶点与交点之间的线段把这

个三角形分割成两个小三角形，如果分得的两个小三角形中一个为等腰三角形，另一个与原来三角形是“均

等三角形”，我们把这条线段叫做这个三角形的“均等分割线”．
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【概念理解】

（1）如图 1，在 中， ， 和 ________均等三角形（填“是”或

者“不是”）．

（2）如图 2，在 中， 为 的角平分线， ，试说明 为 的均等

分割线．

【应用拓展】

（3）在 中， ， 是 的均等分割线，若 是等腰三角形，则 的度数为_

_______．

26．费马是 17世纪的法国数学家，他曾研究过一种特殊的点，它满足“在一个三角形所在平面上，到该三

角形的三个顶点距离之和最短”，这样的点被称为“该三角形的费马点”．

(1)如图， 中， ， ，点 D 在线段 上且线段 ，请判断：点 D 是否为

的费马点，并说明理由．

(2)现有真命题：在 中，三个内角都小于 ，在其内部存在一点 P，满足

∠APB= APC= BPC=120°∠ ∠ ，则点 P 称为 的费马点．

小明利用该真命题，尝试用尺规作费马点，他的作法如下：

如图，对一个所有内角都小于 的 ，分别以线段 为边向外侧作等边三角形 和等边三

角形 ，连接 交于点 P．请完成证明：

①求证： ；

②在线段 上取点 F 使 ，连接 ，
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求证：点 P 是 的费马点．

27．设平面上的三个点 、 、 ，需确定点 的位置，使 最小．

当点 、 、 共线时，点 应取三点中居中的点．当点 、 、 不共线时，分成两类： 有一个

内角大于或等于 和 的三个内角均小于 ．约 年，法国数学家费马   ，

提出了这个问题，此问题中求得的点 也称为费马点，并由意大利数学家托里拆利首次证明．

下面来探究当点 、 、 不共线时的情况：

(1)如图 1，已知：在 中， 时， ____为所求费马点．

(2)如图 2，已知：在 中，最大角 时，

我们可以快速找到这类三角形的费马点，作法如下：分别以 的边 、 为边向外作等边三角形

和等边三角形 ，此时 和 交于一点 ，点 就是所求的费马点．

①请找出图中与 相等的线段，并说明理由；

②为了验证作图中找到的点 就是费马点，连接 ．

求证： ．

考点 08 几何的综合应用

28．【问题情境】（1）如图 1，A，B两点分别位于一个池塘的两端，小明想用绳子测量 A，B 间的距离，

但绳子不够长，一个叔叔帮他出了一个主意：先在地上取一个可以直接到达 A 点和 B 点的点 C，连接

并延长到 D，使 ；连接 并延长到 E，使 ，连接 并测量出它的长度，如果
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米，那么 间的距离为______米．                    

【探索应用】（2）如图 2，在 中，若 ，求 边上的中线 的取值范围．

解决此问题可以用如下方法：延长 到点 E 使 ，再连接 （或将 绕着点 D逆时针旋转

得到 ），把 集中在 中，利用三角形三边的关系即可判断，中线 的取值

范围是______；

【拓展提升】（3）如图 3，在 中 ， ， ， 的

延长线交 于点 F，求证： ．

  

29．如图 1，四个底面形状、大小都相同且材质相同、均匀的长方体积木对齐叠放，从上至下编号依次为

①、②、③、④，积木②、③、④的高度相同，都是积木①高度的 2倍．设长方形积木的初始边缘所在直

线为 ．

【预备知识】

1．两个长方体积木组合叠在一起组成一个新的组合，当上方组合的重心在水平方向上超过下方组合的边

缘时，就会倒下．

2．一个长方体积木组合的重心偏移 的水平距离，等于组合中各个长方体积木重心偏移 的水平距离分别

乘其各自的质量，再把它们相加所得的和除以长方体积木组合的总质量所得的结果．

3．积木的质量比等于它们的高度比．

假设每块积木长为 ，在不倾倒的前提下按照要求推动积木．
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(1)如图 2，推动积木①至最远，

①积木①的最远延伸长度为________；

②此时积木①②组合的重心偏移 的距离为________．（结果用含 的代数表示）（提示：请结合预备知识

解决）

(2)在（1）的基础上，保持积木①②组合的相对位置不变，先按图 3 中食指所指的方向推动积木①②组合

至最远，再继续推动积木③，求积木①②③组合的最远延伸长度．


